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Innledning og motivasjon:
Kinesisk restteorem er et matematisk teorem innen tallteori og brukes til å løse kongruenslikninger på formen 
x ≡ a1 (mod n1)
x ≡ a2 (mod n2)
…
x ≡ ar (mod nr)

Teoremet ble første gang skrevet ned i en gammel kinesisk gåte av Sun Tzu 200-500 år f.Kr.:
”Enkelte ting vet vi ikke antallet på. Deles det på 3, er resten 2. Deles det på 5, er resten 3.  Deles det på 7, er resten 2. Hva er antallet?”[endnoteRef:1] [1:  Kilde: https://no.wikipedia.org/wiki/Sunzi
] 


Gåten ble også formulert som dette diktet:
Tre menn vandrer sammen i sytti mil,
Fem plommetrær med tjueen blomstrende kvister,
Syv disipler samles ved halvmånen,
Hundre-og-fem og vi er tilbake der vi startet

I moderne notasjon skriver vi problemstillingen på denne måten: 
x ≡ 2 (mod 3)
x ≡ 3 (mod 5)
x ≡ 2 (mod 7)

For å løse denne problemstillingen, kan vi bruke det kinesiske restteoremet. 
I denne teksten skal teoremet bevises og noen eksempler og bruksområder skal bli belyst. 

Teorem:[endnoteRef:2] [2:  Kilder: http://www.cs.xu.edu/math/math302/08f/06_CRT.pdf (lysbilde 3) og http://multimedie.adm.ntnu.no/Mediasite/Play/3d37f5a0-3eeb-4bff-ae85-83f0d7318099

] 

La n1, n2 … nr være parvis innbyrdes primiske[endnoteRef:3] heltall og ai være helt vilkårlige heltall. [3:  Hvert par er innbyrdes primiske
] 

Da har kongruenslikningene:

x ≡ a1 (mod n1)
x ≡ a2 (mod n2)
…
x ≡ ar (mod nr)

en entydig[endnoteRef:4] løsning (mod N). [4:  Når vi har funnet en, er det den eneste, modulo N
] 

N=n1 * n2 * … nr

Bevis:[endnoteRef:5] [5:  Kilde: http://www.cs.xu.edu/math/math302/08f/06_CRT.pdf (lysbilde 3 og 4)
] 

Vi deler gjerne beviset på kinesisk restteorem inn i to deler; beviset på at løsningen eksisterer og beviset på at løsningen er unik.

Beviset på eksistens:
La Ni = n/ni
Siden alle ni er parvis innbyrdes primiske, er SFD (N1, n1)=1, kan man for hver i løse kongruensene Ni*x ≡ 1 (mod ni) for å beregne inversene[endnoteRef:6] til Ni mod ni. [6:  Løsningene, ai
] 

Da løser x ≡ a1N1N1-1 + a2N2N2-1 +… + arNrNr-1 (mod n) systemet, siden t*t-1 = 1, og dermed er NrNr-1 = 1 :
x ≡ a1N1N1-1 + a2N2N2-1 +… + arNrNr-1 (mod ni) ≡ aiNiNi-1 (mod ni)
x ≡ ai *1 (mod ni)
x ≡ ai (mod ni)
Siden N=n1*n2…*nr, har vi da også x ≡ ai (mod N)

Beviset på at løsningen er unik: 
Dersom x og y er to løsninger på systemet, vil alle i, x=y(mod ni), kunne skrives som ni | (x-y), og siden alle ni er parvis innbyrdes primiske, blir n|(x-y), altså blir x=y(mod n).
Dermed er alle løsningene vi finner, kongruente med hverandre. Da er alle løsningene på formen x=ai (mod ni), eller x=ni*k +ai når k er et heltall, altså er løsningen vi finner unik og entydig.

Eksempel 1:[endnoteRef:7] [7:  Kilder: https://www.youtube.com/watch?v=qFF9CkJqBBc og http://icsd.i2r.a-star.edu.sg/staff/sethome/pdf/004.pdf (lysbilde 3 og 6)

] 

Vi løser den opprinnelige, kinesiske gåten.
x ≡ 2 (mod 3)
x ≡ 3 (mod 5)
x ≡ 2 (mod 7)

Ut i fra teoremet, kan vi sette:
a1=2
a2=3
a3=2
n1=3
n2=5
n3=7
N=3*5*7 = 105
Ut i fra beviset, er:
N1 = N/n1 = 105/3 = 35
N2 = N/n2 = 105/5 = 21
N3 = N/n3 = 105/7 = 15

N1* x ≡ 1 (mod 3)  35x ≡ 1 (mod 3)  x1 ≡ 2 (mod 3)  N1-1=2
N2* x ≡ 1 (mod 5)  21x ≡ 1 (mod 5)  x2 ≡ 1 (mod 5)  N2-1=1
N3* x ≡ 1 (mod 7)  15x ≡ 1 (mod 7)  x3 ≡ 1 (mod 7)  N3-1=1

x ≡ a1*N1* N1-1 + a2*N2* N2-1 + a3*N3* N3-1 (mod N)
x ≡ 2*35*2 + 3*21*1 + 2*15*1 (mod 105)
x ≡ 233 (mod 105)
x ≡ 23 (mod 105)

Til slutt setter vi prøve på svaret:
23= 7*3+2  x ≡ 2 (mod 3)
23=4*5+3  x ≡ 3 (mod 5)
23=3*7+2  x ≡ 2 (mod 7)
 
[bookmark: _GoBack]Dette stemmer bra overens med oppgaven, og vi har funnet en løsning, x ≡ 23 (mod 105).

Eksempel 2:[endnoteRef:8] [8:  Kilde: http://multimedie.adm.ntnu.no/Mediasite/Play/3d37f5a0-3eeb-4bff-ae85-83f0d7318099
] 

Løs:
x ≡ 1 (mod 2)
x ≡ 2 (mod 3)
x ≡ 4 (mod 7)

Ut i fra teoremet, kan vi sette:
a1=1
a2=2
a3=4
n1=2
n2=3
n3=7
N=2*3*7 = 42
Ut i fra beviset er:
N1 = N/n1 = 21
N2 = N/n2 = 14
N3 = N/n3 = 6

N1 * x ≡ 1 (mod 2)  21x ≡ 1 (mod 2)  x1 ≡ 1 (mod 2)  N1-1=1
N2 * x ≡ 1 (mod 3)  14x ≡ 1 (mod 3)  -x ≡ 1 (mod 3)  x2 ≡ 2 (mod 3)  N2-1=2
N3 * x ≡ 1 (mod 7)  6x ≡ 1 (mod 7)  -x ≡ 1 (mod 7)  x3 ≡ 6 (mod 7)  N3-1=6

x ≡ a1*N1* N1-1 + a2*N2* N2-1 + a3*N3* N3-1  (mod N)
x ≡ 1*21*1 + 2*14*2 + 4*6*6 (mod 42)
x ≡ 221 (mod 42)
x ≡ 11 (mod 42)

Til slutt setter vi prøve på svaret:
11=5*2+1  x ≡ 1 (mod 2)
11=3*3+2  x ≡ 2 (mod 3)
11=1*7+4  x ≡ 4 (mod 7)
 
Dette stemmer bra overens med oppgaven, og vi har funnet en løsning, x ≡ 11 (mod 42).

Eksempel 3:[endnoteRef:9] [9:  Kilder: http://cims.nyu.edu/~jl860/crt.html og http://www.cut-the-knot.org/blue/chinese.shtml
] 

Et eksempel som brukes mye når man skal introdusere kinesisk restteorem, er historien om den gamle damen med eggene:
En gammel dame er på vei hjem etter å ha handlet egg på torget, men ved et uhell tråkker en hest på kurven hennes og knuser eggene. Rytteren tilbyr seg å betale for eggene, og spør damen om hvor mange egg hun hadde kjøpt. Det kunne hun ikke huske, men hun visste at da hun la eggene i kurven to og to av gangen, fikk hun ett igjen. Da hun tok dem tre og tre, fikk hun to igjen, og da hun tok dem syv og syv, fikk hun fire igjen. Hvor mange egg må rytteren minst betale for?

Vi kan skrive om problemstillingen slik:  
x ≡ 1 (mod 2)
x ≡ 2 (mod 3)
x ≡ 4 (mod 7)
Som vi ser, er dette de samme tallene som i oppgaven i eksempel 2, hvor vi fant løsningen x ≡ 11 (mod 42). Da vet vi at hun hadde minst 11 egg, og rytteren får svar på spørsmålet sitt. 


Bruksområder:
Et praktisk problem noen av oss møter på i hverdagen er å telle et veldig stort antall, for eksempel en stor gruppe med mennesker, og her er det nyttig å kunne bruke kinesisk restteorem. Det vil ta lang tid å telle dem én og én, og en mer praktisk løsning vil være å la dem stå på rekker og se hvor mange som uteblir når det er for eksempel tre, fem eller syv i hver rekke. Denne type problemstilling møtte vi også på i eksempel 3. Om denne metoden vil lønne seg, vil variere på hva man skal telle og hvor stor gruppe det er.

Vi kan også bruke det kinesiske restteoremet baklengs[endnoteRef:10] blant annet for å finne resten til et tall. Da faktoriserer man kongruenslikningene på denne måten:   [10:  Kilder: https://mixedmath.wordpress.com/2013/07/09/chinese-remainder-theorem-summernt/ i ellevte avsnitt og http://matematikk.net/matteprat/viewtopic.php?p=77807 i tillegg et bevis jeg utledet:
x ≡ a (mod N)  N|(x-a)  (n1*n2…*nr)|(x-a)  n1|(x-a) og n2|(x-a) … og nr|(x-a)  x ≡ a (mod n1) og x ≡ a (mod n2) … og x ≡ a (mod nr)
] 

N=n1*n2…*nr og x ≡ a (mod N)
Da kan vi faktorisere kongruenslikningen slik:
x ≡ a (mod N) 

x ≡ a (mod n1)
x ≡ a (mod n2)
…
x ≡ ar (mod nr)

For eksempel kan man gå ut fra x ≡ 11 (mod 42) som i eksempel 2. Vi bestemmer en x-verdi for å gjøre eksempelet tydeligere, og da velger jeg x=53. 
53 ≡ 11 (mod 42)
Dette kan altså faktoriseres til:
53 ≡ 11 (mod 2) = 1 (mod 2)
53 ≡ 11 (mod 3) = 2 (mod 3)
53 ≡ 11 (mod 7) = 4 (mod 7)
Vi kan se at dette er det samme som vi startet med i eksempel 2 før vi kom fram til at det kunne skrives som x ≡ 11 (mod 42), dermed vet vi at utregningen var riktig.

Det eneste kriteriet for å regne baklengs på denne måten er at ni må være parvis innbyrdes primiske. Å gå frem på denne måten for å finne en rest kan være upraktisk med enkle og lave tall som i eksempelet, da det er lettere å regne ut divisjonen fram til vi har sifrene foran kommaet til kvotienten og deretter gange dette heltallet med divisoren og trekke svaret fra den opprinnelige dividenden. Likevel vil denne metoden være praktisk til høye og mindre enkle tall.

Kinesisk restteorem kan også brukes til å åpne hemmelige meldinger ved å dekryptere en RSA-kryptering raskere. I RSA-krypteringer trenger man tallene e og d. Man kan bestemme e som et lavt tall[endnoteRef:11] for å kunne kryptere raskere. Tallet d derimot, må vi beregne med kongruenslikningen d*e ≡ 1 (mod ϕ(n)) og kan bli et ganske høyt tall. For å dekryptere, finne x, bruker vi kongruenslikningen y ≡ xd (mod n), og utregningen kan bli veldig tidkrevende om d er høyt. Da kan vi bruke restteoremet for å løse dette på en raskere og mer effektiv måte. Først må vi faktorisere uttrykket i flere kongruenslikninger modulo parvis innbyrdes primiske faktorer til ϕ(n) på samme måte som når man ”regner baklengs”. Deretter bruker vi den vanlige fremgangsmetoden. Dette er en veldig vanlig og praktisk metode for å gjøre dekrypteringen mindre tidkrevende. [11:  Mindre enn og innbyrdes primisk med n=p*q.] 


Konklusjon
Det kinesiske restteoremet kan brukes i alle situasjoner så lenge ni er parvis innbyrdes primiske. Selv om det først fant sted i en kinesisk gåte for over 2000 år siden, er det like aktuelt i dag. Det kan brukes i praktiske situasjoner i hverdagen og i teknologiske situasjoner innen blant annet RSA-kryptering, og vil nok fortsette å bli brukt i lang tid fremover.

Etterord
Jeg synes det har vært veldig spennende å jobbe med dette prosjektet. Det er nyttig å kunne bruke kinesisk restteorem til for eksempel opptelling, og det er gøy at det går an å bruke det i praktiske situasjoner. Å skrive dette prosjektet har vært veldig lærerikt og jeg synes det har vært givende å jobbe med et tema på egenhånd med veiledning. 
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