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R2-eksamen høsten 2015 
Forslag til løsningsforslag 

Del 1, oppgave 1 
a) 

(ݔ)݂ = 5 cos(2ݔ) 
∴ ݂ᇱ(ݔ) = −10 sin(2x) 

b) 
(ݔ)݃ = ݔ ⋅ sin  ݔ

∴ ݃ᇱ(ݔ) = sin ݔ + ݔ ⋅ cos  ݔ
c) 

ℎ(ݔ) = 5݁ି௫ ⋅ sin(2ݔ) 
∴ ℎᇱ(ݔ) = −5݁ି௫ ⋅ sin(2ݔ) + 10݁ି௫ ⋅ cos (2ݔ) 

Oppgave 2 
a) 

න(ݔଶ − ݔ2 + ݔ݀(1 = 1
3 ଷݔ − ଶݔ + ݔ +  ܥ

∴ න ଶݔ) − ݔ2 + ଶݔ݀(1
଴

= ൤1
3 ଷݔ − ଶݔ + ൨଴ݔ

ଶ
= 8

3 − 4 + 2 = 2
3 

b) 
ݑ = (ݔ)ݑ = ݁௫ + 1 ⇒ ᇱݑ = ݑ݀

ݔ݀ = ݁௫ 

න ݁௫
(݁௫ + 1)ଶ ݔ݀ = න

ଶݑݔ݀ݑ݀ ݔ݀ = න 1
ଶݑ ݑ݀ = 1

−1 ଵିݑ + ܥ = − 1
݁௫ + 1 +  ܥ

Oppgave 3 
ܸ = ߨ න ݂ଶ(ݔ)݀ݔ୪୬ ଷ

଴
= ߨ න 4݁ି௫݀ݔ୪୬ ଷ

଴
= ଴୪୬[௫ି݁−]ߨ4 = ߨ4 ቀ−൫݁୪୬ ଷ൯ିଵ + ݁଴ቁ = ߨ4 ൬1 − 1

3൰ = ߨ8
3  
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Oppgave 4 
a) 

(ݔ)ᇱܨ = (ݔ)݂ ⇒ ᇱ(4)ܨ = ݂(4) = 1 
b) 

(ݔ)ᇱܨ = (ݔ)݂ ⇔ න ݔ݀(ݔ)݂ = (ݔ)ܨ + ܥ ⇒ න ସݔ݀(ݔ)݂
ଵ

= (4)ܨ − (1)ܨ = 6 − (−1) = 7 

Oppgave 5 
ଶݔ − ݔ2 + ଶݕ + ݕ6 + ଶݖ − ݖ4 − 11 = 0 

a) 
(4)ଶ − 2(4) + (1)ଶ + 6(1) + (2)ଶ − 4(2) − 11 = 0 

16 − 8 + 1 + 6 + 4 − 8 − 11 = 0 
0 = 0, ܸܵ =  ܵܪ

Punktet P tilfredsstiller likninga for kuleflaten. 
b) 

ଶݔ − ݔ2 + ଶݕ + ݕ6 + ଶݖ − ݖ4 − 11 = 0 
ଶݔ − ݔ2 + 1 + ଶݕ + ݕ6 + 9 + ଶݖ − ݖ4 + 4 = 22 + 2 + 9 + 4 

ݔ) − 1)ଶ + ݕ) + 3)ଶ + ݖ) − 2)ଶ = 5ଶ 
Sentrum i ܵ(1, −3,2) og radius ݎ = 5. 
c)  

ሬ݊Ԧ ∥ ܵܲሬሬሬሬԦ = [3,4,0] ⇒ ሬ݊Ԧ = [3,4,0] 
Tangentplanet er gitt ved  

ݔ)3 − 4) + ݕ)4 − 1) = 0 ⇔ ݔ3 + ݕ4 = 16 

Oppgave 6 
a) 

sin(2ݔ) = sin(ݔ + (ݔ = sin ݔ cos ݔ + sin ݔ cos ݔ = 2 sin ݔ cos  ݔ
cos(2ݔ) = cos(ݔ + (ݔ = cos ݔ cos ݔ − sin ݔ sin ݔ = cosଶ ݔ − sinଶ  ݔ

b) 
sinଶ ݔ + cosଶ ݔ = 1 ⇔ cosଶ ݔ = 1 − sinଶ  ݔ
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sin(3ݔ) = sin(2ݔ + (ݔ = sin ݔ2 cos ݔ + cos ݔ2 sin ݔ
= (2 sin ݔ cos (ݔ cos ݔ + (cosଶ ݔ − sinଶ (ݔ sin ݔ
= 2 sin ݔ (1 − sinଶ (ݔ + (1 − sinଶ (ݔ sin ݔ − sinଷ ݔ = 3 sin ݔ − 4 sinଷ  ݔ

Hvilket skulle vises. 

Oppgave 7 
a) 

ሬሬሬሬሬԦܤܣ = [1, −5,6], ሬሬሬሬሬԦܥܣ = [−3,1,3] 
ሬሬሬሬሬԦܤܣ × ሬሬሬሬሬԦܥܣ = ቂቚ−5 61 3ቚ , − ቚ 1 6−3 3ቚ , ቚ 1 −5−3 1 ቚቃ = [−21, −21, −14] = −7[3,3,2] 

b) 
หܤܣሬሬሬሬሬԦ × ሬሬሬሬሬԦหܥܣ = หܤܣሬሬሬሬሬԦห ⋅ หܥܣሬሬሬሬሬԦห ⋅ sin ቀ∠൫ܤܣሬሬሬሬሬԦ,  ሬሬሬሬሬԦ൯ቁܥܣ

หܤܣሬሬሬሬሬԦ × ሬሬሬሬሬԦหܥܣ ≠ 0 ∧ หܤܣሬሬሬሬሬԦห, หܥܣሬሬሬሬሬԦห ≠ 0 ⇒ sin ቀ∠൫ܤܣሬሬሬሬሬԦ, ሬሬሬሬሬԦ൯ቁܥܣ ≠ 0 ⇒ ∠൫ܤܣሬሬሬሬሬԦ, ሬሬሬሬሬԦ൯ܥܣ ∉ ሼ0,  ሽߨ
Som vil si at ܤܣሬሬሬሬሬԦ ikke er parallell med ܥܣሬሬሬሬሬԦ. Dermed er ikke C på linja mellom A og B. 
c) 

݊ఈሬሬሬሬԦ ∥ ሬሬሬሬሬԦܤܣ × ሬሬሬሬሬԦܥܣ ⇒ ݊ఈሬሬሬሬԦ = [3,3,2] 
∴ :ߙ ݔ)3 − 1) + ݕ)3 − 2) + ݖ)2 + 2) = 0 ⇔ ݔ3 − 3 + ݕ3 − 6 + ݖ2 + 4 = 0 ⇔ ݔ3 + ݕ3 + ݖ2 = 5 

d) 
(2,2,3)ܦ → 3 ⋅ 2 + 3 ⋅ 2 + 2 ⋅ 3 − 5 = 13 ≠ 0 

Punktet D ligger ikke i planet ߙ. 

Oppgave 8 
ଶݕ ⋅ ᇱݕ = ݔ ⇔ ݕଶ݀ݕ =  ݔ݀ݔ

න ݕଶ݀ݕ = න ݔ݀ݔ ⇔ 1
3 ଷݕ = 1

2 ଶݔ +  ଵܥ

ଷݕ = 3
2 ଶݔ + ܥ ⇔ ݕ = ඨ3

2 ଶݔ + యܥ  

Gitt initialbetingelsene (0)ݕ = 2 
2 = యܥ√ ⇔ ܥ = 8 
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∴ ݕ = ඨ3
2 ݔ + 8య  

Oppgave 9 
Grunnsteget – teste for ݊ = 1 

1ଷ = 1ଶ(1 + 1)ଶ
4 = 1 ⇒ ܸܵ =  

Antar at det holder for ݊ = ݇ 

෍ ݊ଷ
௞

௡ୀଵ
= ݇ଶ(݇ + 1)ଶ

4  

Induksjonssteget – vise at det holder for ݊ = ݇ + 1 
1ଷ + 2ଷ + 3ଷ + ⋯ + ݇ଷ + (݇ + 1)ଷ = (݇ + 1)ଶ(݇ + 2)ଶ

4  

෍ ݊ଷ
௞

௡ୀଵ
+ (݇ + 1)ଷ = (݇ + 1)ଶ(݇ + 2)ଶ

4  

݇ଶ(݇ + 1)ଶ + 4(݇ + 1)(݇ + 1)ଶ
4 = (݇ + 1)ଶ(݇ + 2)ଶ

4  
(݇ + 1)ଶ(݇ଶ + 4݇ + 4)

4 = (݇ + 1)ଶ(݇ + 2)ଶ
4 ⇒ ܸܵ =  

Dermed holder påstanden. Quod erat demonstrandum, hvilket skulle vises. 

Del 2, oppgave 1 
a) 
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b) 
Nullpunkt ved ݂(ݔ) = 0 ⇔ 5݁ିೣ

య ⋅ sin(2ݔ) = 0 ⇔ sin(2ݔ) = 0 ⇔ ݔ = గ
ଶ ݊, ݊ ∈ Գ଴ = ሼ0,1,2, … ሽ 

Altså ved ݔ ∈ ݔ får vi nullpunkter ,[ߨ0,3] ∈ ቄ0, గ
ଶ , ,ߨ ଷగ

ଶ , ,ߨ2 ହగ
ଶ ,  .ቅ. Alle y-verdier er 0ߨ3

c) 
Bruker kommandoen Ekstremalpunkt[f(x),a,b] for å finne ekstremalpunktet på ݂(ݔ) mellom ܽ og ܾ. 

sin(2ݔ) = ±1 ⇔ ݔ = ߨ
4 + ߨ

2 ݊, ݊ ∈ Գ଴ 
݂ᇱᇱ ቀగ

ସቁ ≈ −15, altså ݔ = గ
ସ er et toppunkt. 

Toppunkter på ݂:(0.7,3.9),(3.84,1.37),(6.99,0.48) 
Bunnpunkter på ݂:(2.27, −2.31),(5.42, −0.81),(8.56, −0.28) 
d) 
Bruker GeoGebra 

න ݔ݀(ݔ)݂
గଶ

଴
≈ 3.87 

Oppgave 2 

 

Oppgave 3 
a) 

ܽଵ = 0, ܽଶ = ߨ
2 , ܽଷ = ,ߨ … , ݀ = ߨ

2 , ܽଶ଴ = ߨ19
2  

b) 
݂ ቀߨ

4ቁ = ଵܾ = 5݁ି గଵଶ, ݂ ൬5ߨ
4 ൰ = ܾଶ = 5݁ିହగଵଶ ⇒ ݇ = ଵܾ

ܾଶ
= ݁ିగଷ, ܾହ = 5݁ି గଵଶ ⋅ ݁ିସగଷ = 5݁ିଵ଻ଵଶ  
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c) 

ݏ = ܽଵ
1 − ݇ = 5݁ି గଵଶ

1 − ݁ିగଷ
≈ 5.93 

Oppgave 4 
:ܭ ݔ) + 1)ଶ + ଶݕ + ݖ) − 1)ଶ = 21 

ሬሬሬሬሬԦܤܣ = [8, −2,4] = 2[4, −1,2] 
௟ሬሬԦݎ = [4, −1,2] 

݈: ൝ ݔ = 7 + ݕݐ4 = −2 − ݐ
ݖ = 5 + ݐ2

 

(7 + ݐ4 + 1)ଶ + (−2 − ଶ(ݐ + (5 + ݐ2 − 1)ଶ = 21 
൫4(2 + ൯ଶ(ݐ + ൫−(2 + ൯ଶ(ݐ + ൫2(2 + ൯ଶ(ݐ = 21 

21(2 + ଶ(ݐ = 21 

ଶݐ + ݐ4 + 3 = 0 ⇔ ݐ = −4 ± √16 − 4 ⋅ 3
2 = −2 ± 1 

ଵݐ = −1, ଶݐ = −3 
Altså enten (7 − 4, −2 + 1,5 − 2) = (3, −1,3) eller (7 − 12, −2 + 3,5 − 6) = (−5,1, −1) 

Oppgave 5 
a) 
Nevneren er negativ og dermed på P, som er den venstre løsningen, velge positiv fortegn foran 
rottegnet. X-koordinatene til punktene er løsningen til andregradspolynomer, altså abc-formelen. 
bcd)  
Se neste side, CAS. 
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