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Oppgave 1  

a)  

 

∫ 𝑒2ˣ +  𝑥 𝑑𝑥
2

0

= [
1

2
 𝑒2ˣ +

1

2
 𝑥2]

0

2

=
1

2
[(   𝑒2(2) +  22) −  (  𝑒2(0) + 02)]

=
1

2
[𝑒4 +  4 −  1] =

1

2
(𝑒4 + 3) 

Vi vet at 𝑒 = 2,178 

1

2
(24 + 3) < 𝐼 <

1

2
(34 + 3) ⇔ 9,5 < 𝐼 < 41,5 

b)  

∫  
𝑠𝑖𝑛(ln(𝑥))

𝑥
  ·  𝑑𝑥  

 

Vi bruker variabelskifte (u-substisjon)  

𝑢 =  𝑙𝑛(𝑥) ⇒   𝑢′ =
𝑑𝑢

𝑑𝑥
=

1

𝑥
 

Som gir 𝑑𝑥 =  𝑥 ·  𝑑𝑢 

 
Insetting i integralet: 

∫  
𝑠𝑖𝑛(𝑢)

𝑥
  ·  𝑥 𝑑𝑢 =  ∫  𝑠𝑖𝑛(𝑢) 𝑑𝑢 =  −𝑐𝑜𝑠(𝑢)  +  𝐶 =  −𝑐𝑜𝑠(𝑙𝑛 𝑥)  +  𝐶 

 

Oppgave 2     

a)  

𝑓(𝑥)  =  ∫  𝑓′(𝑥) 𝑑𝑥 =  ∫  2 ·  𝑥⁻² 𝑑𝑥 

=  2 ·  (
1

−1
) ·  𝑥⁻¹ +  𝐶 =  −

2

𝑥
 +  𝐶 

 
Bruker punktet (2, 2) for å finne C: 

𝑓(2) =  2  ⇒   −
2

2
 +  𝐶 =  2 

−1 +  𝐶 =  2 ⇒ 𝐶 = 3  

 

Funksjonsuttrykket blir: 𝑓(𝑥) =  −
2

𝑥
+  3 

 

Del 1: uten hjelpemidler 3 timer  

(9:00 – 12:00) 
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b)  
Finner skjæringspunktene mellom grafene: 

 𝑔(𝑥)  − ℎ(𝑥)  =  0 ⇔          𝑥 +
3

𝑥
−  4 =  0  

Multipliserer med x: 

𝑥² +  3 −  4𝑥 =  0 

𝑥² −  4𝑥 +  3 =  0 

 
Faktorisering (sum = -4, produkt = 3): 

(𝑥 −  1)(𝑥 −  3)  =  0 

𝑥 =  1 𝑒𝑙𝑙𝑒𝑟 𝑥 =  3 

Vi ser at h er over g for x mellom 1 og 3 ved å sjekke  

𝑔(2) = 2 𝑜𝑔 ℎ(2) = −
3

2
+ 4 = 2,5 

 
Beregner arealet ved integrasjon: 

𝐴𝑟𝑒𝑎𝑙 =  ∫ ℎ(𝑥) − 𝑔(𝑥) 𝑑𝑥 =  ∫−
3

𝑥
+  4 − 𝑥 𝑑𝑥

3

1

3

1

 =  [− 3 𝑙𝑛(𝑥) +  4𝑥 −
1

2
𝑥2 ]₁³ 

=  (− 3 𝑙𝑛(3) +  4 ·  3 − 
1

2
 ·  3² ) −  (− 3 𝑙𝑛(1) +  4 ·  1 −

1

2
 ·  1²  ) 

=  (− 3 ln(3) +  12 −
9

2
 ) −  (−0 + 4 −

1

2
  ) 

= − 3 𝑙𝑛(3) +  12 −
9

2
+

1

2
−  4 = − 3 𝑙𝑛(3) + 12 −  4 − 4 = 4 − 3 ln(3) 

≈ 4 − 3 ln(e) = 4 − 3 = 1 

 

Oppgave 3  

a)  

Vi bruker enhetsformelen til å finne sin(v) 

𝑠𝑖𝑛²𝑣 +  𝑐𝑜𝑠²𝑣 =  1 

𝑠𝑖𝑛²𝑣 + (
2

3
)² =  1 

𝑠𝑖𝑛2𝑣 =  1 −
4

9
 =

5

9
⇒ 𝑠𝑖𝑛 𝑣 =  ±

√5

3
 

Siden v er i 4. kvadrant, er sin v negativ: 
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𝑠𝑖𝑛 𝑣 =  −
√5

3
 

 
Beregning av tan v: 

𝑡𝑎𝑛 𝑣 =
sin 𝑣

cos 𝑣
   =

−
√5
3  

2
3

 =  −
√5

2
 

b)  

2 𝑐𝑜𝑠 (
𝜋

3
𝑥 ) =  √3   ⇒   𝑐𝑜𝑠 (

𝜋

3
𝑥 ) =

√3

2
       

Dette gir grunnløsningene: 

𝜋

3
𝑥 =

𝜋

6
+  2𝜋𝑘   ∨   

𝜋

3
𝑥 =  −

𝜋

6
+   2𝜋 ⋅ 𝑘  

 𝑥 =
1

2
+  6𝑘  𝑒𝑙𝑙𝑒𝑟   𝑥 =  −

1

2
 +  6𝑘 

 
Verdier i intervallet < 0, 10 >: 

𝑘 =  0 𝑖 (1): 𝑥 =
1

2
 

𝑘 =  1  𝑖 (1): 𝑥 =
1

2
 + 6 =

13

2
= 6,5  

𝑘 =  1  𝑖 (2): 𝑥 =  −
1

2
+ 6 =

11

2
= 5,5 

 

Løsninger e: 𝑥 ∈  {
1

2
,
11

2
 ,

13

2
}  

Oppgave 4  

a) Fra grafen ser vi: 

o Amplitude        𝐴 =
𝑦𝑚𝑎𝑘𝑠−𝑦min  

2
=

1−(−3)

2
=

4

2
= 2 

o Likevektslinje d=
𝑦𝑚𝑎𝑘𝑠+𝑦min  

2
=

1−3

2
=

−2

2
= −1 

o Periode: Avstanden mellom to etterfølgende topper eller bunner. 

     𝑃 =
3𝜋

2
−

𝜋

2
= 𝜋  så 𝑐 =

2𝜋

𝑃
=

2𝜋

𝜋
= 2 

o Første skjæring med likevektslinje på vei oppover etter y=0 er  

𝑥0 =
1

2
⋅
𝜋

2
=

𝜋

4
⇒ 𝜙 = −𝑐𝑥0 = −2 ⋅

𝜋

4
= −

𝜋

2
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𝑓(𝑥) =  𝐴 𝑠𝑖𝑛(𝑐𝑥 +  𝜑) +  𝑑 =  2sin (2 𝑥  −
𝜋

2
) − 1 = 2cos(𝑥) − 1 

 

Oppgave 5  

Formelen for volumet av et omdreiningslegeme om x-aksen er: 

𝑉 = 𝜋 ∫ 𝑓2 𝑑𝑥 =
3

1

𝜋∫ (2𝑥 − 1)2 𝑑𝑥 = 𝜋 ∫ 4𝑥2 − 4𝑥 + 1  𝑑𝑥 =
3

1

3

1

 

=  𝜋 ·  ( [
4

3
· 𝑥3 −  2 · 𝑥2 +  𝑥  ]

3

1
) 

 = 𝜋 ·  ( [
4

3
· 33 −  2 · 32 +  3  ] − [

4

3
· 13 −  2 · 12 +  1 ]) 

=  𝜋 ·  ( [ 4 · 9 −  18 +  3 ]  − [
4

3
 −  2 +  1 ] ) 

=  𝜋 ·  ( [ 36 −  18 +  3 ] − [
4

3
 −  1 ]) =  𝜋 ·  ( 21 −

1

3
  ) 

=  𝜋 ·  (
63

3
 −

1

3
 ) =  𝜋 ·

62

3
≈ 62  

𝑖 𝑝𝑎𝑠𝑠𝑒𝑛𝑑𝑒 𝑚å𝑙𝑒𝑒𝑛ℎ𝑒𝑡 

Man kan bekrefte svaret ved å bruke formelen for volumet av ei kjegle  

Stor kjegle:  

𝐻 = 3 − 0,5 = 2,5 =
5

2
  𝑜𝑔   𝑟 = 5 

𝑉 =
1

3
 𝜋𝑟2ℎ =

1

3
𝜋 ⋅ 52 ⋅  

5

2
=

125𝜋

6
 

Liten kjegle (som går fra 𝑥 = 0,5 𝑡𝑖𝑙 𝑥 = 1) har  

høyde ℎ = 1 −  0.5 =  0.5  og  

radius 𝑟 =  𝑓(1) − 𝑓(0,5)  = 1 − 0 =  1 

𝑉 =
1

3
 𝜋𝑟2ℎ =

1

3
𝜋 ⋅ 12 ⋅  

1

2
=

𝜋

6
 

Volum =
125𝜋

6
−

𝜋

6
=

126𝜋

6
=

62𝜋

3
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Oppgave 6  

a)  
Selma bygger et tårn av kvadratiske treplater. Første plate har sidelengde 5 m. Hver ny 
plate er 0,1 m kortere enn platen under. 

Dette er en aritmetisk rekke med første ledd a₁ = 5,0 

Og differanse d=-0,1 

5 + 4,9 + 4,8 + ⋯+ 0 

Maksimalt antall plater: 

Sidelengden kan ikke være negativ eller null. Vi finner n når aₙ > 0: 

𝑎ₙ =  𝑎1 + (𝑛 −  1)𝑑  

5 + (𝑛 −  1)(−0,1)  >  0 

5 −  0,1𝑛 +  0,1 >  0 

5,1 >  0,1𝑛 

𝑛 <
5,1

0,1
= 51 

Det kan maksimalt bli 50 treplater i tårnet (den 51. platen ville hatt sidelengde 0). 

b)  

Sidelengdene representerer en uendelig geometrisk rekke med første ledd 𝐿1 = √19 

Og kvotient 𝑘 = 100% − 10% = 90% = 0,9  

Arealet til platene vil også danne en uendelig geometrisk rekke med første ledd 𝐴1 = 19𝑚2 

Og kvotient 𝑘 =  
𝐿2
2

𝐿1
2 =

(0,9⋅𝐿1)
2

(𝐿1)2
= 0,92 = 0,81 

Siden |k| < 1, konvergerer rekken: 

𝑆 =
𝐴1

1 −  𝑘 
      =

19

1 −  0,81
   =

19

0,19
   =  100 

 
Det samlede arealet av platene i tårnet til Vilfred kan maksimalt bli 100 m². 
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Oppgave 7  

Gitt et plan α ved likningen: 2𝑥 −  5𝑦 +  4𝑧 =  −4 

Punktene 𝐴(1, 2, 1), 𝐵(2, 0,−2) 𝑜𝑔 𝐶(−1, 2, 2) ligger i planet. 

a) Vi setter koordinatene til D inn i planlikningen: 

 2(3)  −  5(1)  +  4(−1)  = −4 

 6 −  5 −  4 =  −4 

−3 = −4 

Siden begge sidene er ikke like, ligger punktet D ikke i planet α. 

b) Vi finner to vektorer i planet: 

𝐴𝐵 =  [2 − 1, 0 − 2,−2 − 1]  =  [1,−2,−3] 

𝐴𝐶 =  [−1 − 1, 2 − 2, 2 − 1]  =  [−2, 0, 1] 

 

Kryssproduktet AB x AC: 

+ − + 

𝑒𝑥 𝑒𝑦 𝑒𝑧 

1 −2 −3 

-2 0 1 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗   ×   𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑒𝑥⃗⃗  ⃗(−2 − 0) − 𝑒𝑦⃗⃗⃗⃗ (1 − 6) + 𝑒𝑦⃗⃗⃗⃗ (0 − 4) 

= −2𝑒𝑥⃗⃗  ⃗ + 5 𝑒𝑦⃗⃗⃗⃗ − 4𝑒𝑦⃗⃗⃗⃗ = [−2, 5, −4] 

Siden vektoren [−2, 5,−4]  en parallell vektor til [2,−5, 4] (bare motsatt retning), er [2, -5, 4] en 

normalvektor. Alle vektorer som er parallelle med en normalvektor til et plan er også 

normalvektorer til planet.  

c) Likningen for kuleflaten: 𝑥² +  𝑦² +  𝑧² −  18𝑦 +  2𝑧 +  𝑘 =  0 

Bruke fullending kvadratmetode for å gjøre om utrykkene til fullstendige kvadrater: 

𝑥² +  (𝑦² −  18𝑦 + (
18

2
)
2

− (
18

2
)
2

 +  (𝑧² +  2𝑧 + (
2

2
)
2

− (
2

2
)
2

+ 𝑘 = 0  

𝑥2 + (𝑦 −  9)2 + (𝑧 +  1)2 − 81 − 1 + 𝑘 =  0 

𝑥2 + (𝑦 −  9)2 + (𝑧 +  1)2 =  82 − 𝑘 
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Sentrum er (0, 9,−1). 

d) Linjen går gjennom sentrum 𝑆(0, 9,−1) og står vinkelrett på planet α (siden den 

tangerer i P). 

Retningsvektoren til linjen er normalvektoren til planet:  𝑟  =  [2, −5, 4]. 

Parametrframstilling: 

𝑥 =  0 +  2𝑡 =  2𝑡 

𝑦 =  9 −  5𝑡 

𝑧 =  −1 +  4𝑡 

e)  
Punktet P er skjæringspunktet mellom linjen og planet. 

Setter parameteruttrykkene inn i planlikningen: 

2(2𝑡)  −  5(9 −  5𝑡)  +  4(−1 +  4𝑡)  =  −4 

4𝑡 −  45 +  25𝑡 −  4 +  16𝑡 =  −4 

45𝑡 −  49 =  −4 ⇒  45𝑡 =  45 ⇒   𝑡 =  1 

 

Koordinatene til P (sett t=1 i parameterframstilling til linjen):  

𝑥 =  2𝑡 = 2 ⋅ 1 = 2 

𝑦 =  9 −  5𝑡 = 9 − 5 ⋅ 1 = 4 

𝑧 =  −1 +  4𝑡 = −1 + 4 ⋅ 1 = 3 

𝑃 = (2, 4, 3) 

Punktet P ligger også på kuleflaten da kan vi sette den i kuleligningen for å finne k 

𝑥2 + (𝑦 −  9)2 + (𝑧 +  1)2 =  82 − 𝑘 

22 + (4 −  9)2 + (3 +  1)2 =  82 − 𝑘 

4 + 25 + 16 = 82 − 𝑘 

45 = 82 − 𝑘 ⇒ 𝑘 = 82 − 45 = 37 

Eller slik  

Avstanden fra 𝑆(0, 9, −1) til 𝑃(2, 4, 3) er radius r:  𝑆𝑃⃗⃗ ⃗⃗  = [2 − 0, 4 − 9, 3 − (−1)] = [2, −5, 4] 

𝑟2 = |𝑆𝑃⃗⃗ ⃗⃗  |
2
=  2² + (−5)² +  4² =  4 +  25 +  16 =  45 

Fra kulelikningen i (c) har vi 𝑟² =  82 −  𝑘. 
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45 =  82 −  𝑘 ⇒   𝑘 =  37 

Oppgave 8   

f) Elevens bevis er ikke gyldig fordi eleven beviser at påstanden gjelder for et 
spesifikt eksempel med to gitte vektorer. Et matematisk bevis for en generell 
påstand må vise at sammenhengen gjelder for alle mulige ortogonale 
vektorer, ikke bare ett enkelt tilfelle.  

Selv om påstanden stemte for vektorene [4, 0, 0] og [0, 0, 3], men det utelukker ikke at det 
finnes andre vektorer der påstanden kanskje ikke gjelder. 

g)  
Vi bruker definisjonen av lengden til en vektor  

|𝑝   + 𝑞 |2 =   (𝑝   + 𝑞 )2 = (𝑝   + 𝑞 ) · ( 𝑝   + 𝑞 ) = 

= (𝑝  )2  + (𝑞 )2 + 2 ⋅ 𝑝 ⋅ 𝑞 = (  |𝑞 | )2 ⋅ (|𝑞 |)2 + 2 ⋅ 𝑝 ⋅ 𝑞  

 

Siden vektorene p og q er ortogonale (vinkelrette på hverandre), er skalarproduktet  

 𝑝 ⋅ 𝑞 = 0 

 
Vi setter dette inn i uttrykket: 

|𝑝   + 𝑞 |2 = (|𝑝 |)2 ⋅ (|𝑞 |)2 + 0 = (|𝑝 |)2 ⋅ (|𝑞 |)2 
Hvilket skulle bevises. 
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Oppgave 1  

a) Vi løser oppgaven i algebrafelt i GeoGebra. Vi lager liste med punkter og bruker trigonometrisk 

regresjon. Modellen S er gitt nedenfor  

 

 

Vi ser at modellen passer godt til datasettet. 

 

b) Vi løser oppgaven via algebrafelt og 

graftegner 

vi tegner linjen y=90000 og finner skjæring 

mellom den og grafen til D.  

Datatrafikken er over 90000 gb/t mellom 

omtrent 16 og 22 timer etter midnatt (kl 15 

og 0,908 ⋅ 60 = 55𝑚𝑖𝑛 og kl 22 og 

0,1819 ⋅  60 = 11 𝑚𝑖𝑛 ) 

 

 

         Del 2: Med hjelpemidler 2 timer (12:00 – 14:00) 
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c) Vi bruker CAS til å løse oppgaven. Datatrafikken er øker størst i 

vendepunktet (dobbelderivert=0) 

 

Datatrafikken øker raskest ved 12,5 timer etter midnatt og den øker da 

med 8880 (gb/t) /t (altså gigabit per time per time) 

 

 

Vi kan løse oppgaven også i algebrafelt ved å finne toppunktet til den deriverte (punkt E på grafen). 
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d) Vi finner totalmengden av data som ble overført ved å integrere D(t) 

mellom 0 og 24 (rad 6). Vi finner også totalmengden som ble overført 

mellom kl 8 og 16 på samme måte (rad 7). Vi finner prosenten i rad 8 

31,5 % av total datamengden som ble overført i løpet av døgnet ble 

overført i løpet av arbeidsdagen. 

 

 

Oppgave 2  
a) Her er en kode som skriver ut de første 6 leddene i rekken med 5 som første ledd  

 

Vi ser at leddene vokser og vokser. Noe som tyder på at rekken konvergerer ikke for 𝑎1 = 5 

b) Vi lager et Python-program som gir oss n ledd og summen av de n første leddene for 

forskjellige verdier for første ledd 
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Fra output til koden ser vi at rekken er alternerende og divergent for 𝑎1 = 0, 1, 2 

Og leddene vokser mot uendelig for andre verdier av 𝑎1 både positiv og negative noe som betyr at 

rekken er divergent.  

Det finnes ingen heltall verdi for 𝑎1 som gjør at rekken blir konvergent 
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Oppgave 3  

a) Vi bruker CAS til å løse oppgaven. 

 

Vi finner posisjonen etter 4 sekunder og ser at z verdien er 18 m. Flyet er 18 m over motorveien 

etter at nødlandingen startet. 

b) Første finner vi tidspunktet for landingen som er t=10 sekunder (rad 5). Vi definerer 

banefart som lengden av fartsvektoren  

 

Flyet har fart på 10 m/s i det det lander på motorveien  

c) Vi løser likningen 𝑣(𝑡) = 14,3  i CAS 

Banefarten er 14,3 m/s ca. 8 sekunder etter 

nødlandingen startet 
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. 

d) Første finner vi når flyet er i punktet B og får at flyet er i 

punktet B ved t=5 sek. 

Vi må sjekke om fuglen er i punktet B til samme tid. Vi 

finner strekningen fuglen tilbakelegger ved p finne 

lengen av vektoren AB (rad 12-15) som er 60,227 m.  

Vi finner tidspunktet fuglen er i B ved å bruke at 

fart=strekning/tid og får at t=5,019 sek. Dette betyr at 

både flyet og fuglen er i B til omtrent samme tidspunkt 

da må de treffe hverandre.  

 

En annen strategi er å lage en Parametrframstilling for 

fuglebane og forsikre at farten blir 12 m/s 

En retningsvektor er  𝑢 ⃗⃗  ⃗ = 12 ⋅
𝐴𝐵

|𝐴𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗|

⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ 
  og startpunktet er A . 

Slik får vi farten 12 når vi deriverer.  

Parametrframstilling er vist i 

rad 18. 

Vi definerer en 

avstandsfunksjon mellom 

flyet og fuglen og finner at 

minste avstand oppstår når 

𝑡 = 5,005 s, der avstanden er 

0,191 m(19,1 cm). Ved hjelp 

av andrederiverttesten 

bekrefter vi at dette 

tidspunktet gir et bunnpunkt, 

og dermed faktisk en 

minimal avstand. 

Siden den minimale avstanden er svært liten, og både flyet og fuglen har utstrekning 

(de er ikke punktobjekter), må vi konkludere med at fuglen vil treffe flyet. 
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Oppgave 4  

a)  

o Vi plasserer vasen i et koordinatsystem horisontalt slik at x-aksen går i midten da vil f(x) gi 

avstanden fra midtaksen og ut til innsiden av vasen. Dette er altså den indre radiusen i vasen. 

o Vi utleder en generell modell for vasen der vi uttrykker parameterne ved hjelp av indre 

radius i bunnen (r1) og største indre radius (r2). 

o Parametere: 

Likevektslinje (d): Gjennomsnittet av radier. 𝑑 =
𝑟2 + 𝑟1

2
  

Amplitude (A): Avviket fra midten. 𝐴 =
𝑟2 − 𝑟1

2
  

Periode (c): For en vase på 20 cm med én sving, settes 𝑐 =
2𝜋

20
 =

𝜋

10
 . 

Fase (φ): For at vasen skal starte bredt (r2) ved bunnen (x=0), settes 𝜑 =  𝜋/2. 
 

Generelt funksjonsuttrykk: 

𝑓(𝑥)  =  (
𝑟2 −  𝑟1

2
)  ·  sin(

𝜋

10
𝑥 +

𝜋

2
)  + (

𝑟2 +  𝑟1

2
) 

=  (
𝑟2 −  𝑟1

2
 )  ·  𝑐𝑜𝑠(

𝜋

10
𝑥 )  + (

𝑟2 +  𝑟1

2
) 

o Vi ønsker et volum på 1500 cm³. 

Vi kan bruke glidere i GeoGebra 

e for å finne r1 og r2 som 

oppfylle kravet 

o Hvis vi velger en bunndiameter 

på 8 cm (𝑟1  =  4 𝑐𝑚), en størst 

diameter på 12 cm (𝑟2 =  6 𝑐𝑚) 

får vi et volum på 1522 cm3 som 

er da omtrent 1,5 L.   
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Vi kan vise vasen i 3D ved å bruke overflate kommando i GeoGebra  

 


