Lasningsforslag laget av Lektor Kristian Jensen

MATEMATIK R2 — HOST 2024
LOSNINGSFORLSAG

Svarene pa alle deloppgavene er markert med morkered farge.

DEL 1

Oppgave 1

a) Vi skal her lose integralet:
f x% - Inx dx

.. : : . 1
Bruker her delvis integrasjon. Vi setter u’ = x? og v = Inx. Da fir viat u = §x3 og
v’ = 1/x. Dette gir oss:

led—131 f131d—131 fxzd—131 Leic
x*-Inx dx=zx°-Inx gX o dx=3x"-Inx g dx=3x"-Inx—gx
Losningen blir dermed:

1 1
fxz-lnxdx=§x3-lnx—§x3+C

b) Vi skal her lose for x 1 folgende bestemte integral:

x T
Jo sm(nt+Z)dt= 0, x€(0,m)

Loser forst det ubestemte integralet:

J sin (nt + %) dt

Bruker her variabelskifte med u = nt + %. Det gir:

du_

dc "
du

dt = —
T

Vi fér da for integralet:
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) du 1 1 s
J.sm(u)— = ——cos(u) + C = ——cos (nt+—) +C
T T T 4

Loser sa det bestemte integralet:

[sin (e + D) e = [Eeos (e + T)] =~ cos (r + 1)~ (~ 2cos (n-0+ )
0

0
=~ Lcos (e ) 2cos (Z) =~ cos (mx + 2) + 22

Laser til slutt for x:

1 T V2
——cos(nx+z)+E=O
1 T V2
——cos(nx+—)=—%
Multipliserer begge sider med —m og far:
™ V2
cos(nx+z)=7
Vi far dermed:
+7r_7r+ 2 Vv +T[_77T+ 2 €Z
mx+ =gtn-2n mx+y = tn-2m n
=z n+ 2V _Im 7T+ 2
mx =g - tneln mx == tn-2n

=0+n-2 vV _7 1+ 2
x = n x-4 2 n

3
x=n-2 V x=§+n-2

Vi skal kun se pa lesninger for x € (0, ). Dersom vi setter n = 0, far vi:

Den forste lasningen ligger her under definisjonsmengden, men den andre losningen ser vi
ligger 1 definisjonsmengden. Dersom vi setter n = 1 fér vi:

o v x=o4p=]
= =147y
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Her ligger den forste losningen i definisjonsmengden, mens den andre lgsningen ligger over
definisjonsmengden. Vi har derfor folgende to lesninger pa likningen:

¢) Svaret i Oppgave b) forteller oss at dersom vi setter x lik % eller 2 som gvre grense for det

bestemte integralet, sd vil det samlede arealet over og under x-aksen innenfor den oppgitte
definisjonsmengden vere like stort.
Oppgave 2
a) Gitt den aritmetiske rekken 3+ 7 + 11 + 15 + --- + 399
Vi har a; = 3,d = 4 og siste ledd er 399. Finner forst antall ledd:
a,=a,+(n—-1)d
399 =3+ (n—-1)4
399 =3+4n -4
399 =4n-1
399+ 1=4n
400 = 4n
n =100
Bruker sé& sumformelen for aritmetiske rekker til & finne summen:

(a1+an)
=—-":""n

Sn 3
a, +a
S100 = 17100' 100
3+ 399
5100 == 2 . 100
402

5100 == T . 100

5100 == 201 . 100
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S100 — 20100

Summen av den aritmetiske rekken er lik 20100.

b) Gitt en uendelig geometrisk rekke med a; = 12 og sum s = 18. For a finne kvotienten, k,
bruker vi sumformelen for uendelige geometriske rekker som konvergerer:

18(1—k) = 12
18 — 18k = 12
18 — 12 = 18k

6 = 18k

Kvotienten til rekken har verdien k = é

¢) Tallet 0,75757575 ... kan skrives som 0,75 + 0,0075 + 0,000075 + ---

Dette gjenkjenner vi som en uendelig geometrisk rekke med a; = 0,75 = % og

k=001= ﬁ. Vi finner summen av rekken ved a bruke samme formel som 1 b):
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3
s =55

O

10

~3-100
ST 499

1

2 og 222 = 25. Vi fir dermed:
33 4

. 3
Herserviat— =
99

Tallet 1,75757575.. blir derfor lik 1 + 2= = 32 4 25 _ 58
33 33 33 33

Dette var det vi skulle vise.
Oppgave 3

a) Gitt de tre punktene A(0,0,0),B(3,1,2) og C(—1,3,1). Arealet av bunnen av teltet er gitt
ved:

Vi har:

AB=[3-0,1-0,2-0]=[3,1,2]

—

AC=[-1-0,3-0,1-0] =[-1,3,1]

Regner sé ut vektorproduktet AB x AC:

- -

é & €3
3 2
1

AB x AC = 1
-1 3

[é i|_|_31 i||_31 §|]=[—5,—5,1o]

Vi far da:

1— — 1 1 1 1 5
A=E|AB><AC|=E\/(—5)2+(—5)2+102=§\/25+25+100=§\/15 =§\/25- =§\/€

Arealet av bunnen av teltet er lik 2\/5 .
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b) La T (x,y, z) vare det ukjente punktet 7. Vektoren CT erda gitt ved:
CT=[x—(-1),y-32-1]=[x+1,y-3,z—1]

Videre vet vi at |Z‘7")| =+/17. Altsd ma:

Ja+ D2+ -3)2+(z-1)2 =17

Vi vet ogsa at punktet T ligger pa linjen | med parameterframstillingen:

x=t
LLiy=t
z =4t

Dermed ma:

JE+ D2+ (t—-3)2+ (4t —1)2 =17
Vi kan na lese folgende likning for ¢t:
t+1)2+(t—-3)2+@t—-1)?=17
Vi far da:
t?+2t+1+t*—6t+9+16t*—8t+1=17
18t2 — 12t + 11 = 17
18t2 =12t +11—-17=0
18t* — 12t —6 =0
Deler med 6 pa begge sider og far:
3t2-2t—-1=0

Bruker abc-formelen:

_2#y(=2%-4-3-(-1)
L= 2-3

2++16
t=——r—

t_2i4
"6
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Dette gir losningene:

t= 1Vt—l
=-3 =

Vi antar her, basert pa figuren i oppgaven, at toppunktet til teltet ma ligge over xy-planet. Vi
ser derfor bort fra lesningen t = — § For t = 1 far vi, basert pa parameterframstillingen til

linjen [, koordinatene:

x=1
y=1
z=4-1=4

Punktet T har derfor koordinatene T'(1, 1, 4).

Oppgave 4

a) Anta at vi har en vinkel og slir en sirkelbue om vinkelen. Forholdet mellom lengden pa
sirkelbuen vinkelen er en del av og radius i sirkelen gir oss det absolutte vinkelmalet
(radianer). S& dersom b er lengden av sirkelbuen og r er radius i sirkelen, blir det absolutte
vinkelmalet, v, lik:

For a konvertere en vinkel pd n grader til radianer, kan vi bruke formelen:

o

_men
Y= 180°
En vinkel pd 80° har derfor radianverdien:
_ m-80°
Y= 180°

Forkorter breken ved a dele péa 20 bade 1 teller og nevner, og vi far da som endelig svar:
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b) Gitt sinv = — i ogv € [m, 3;”]. For a finne den eksakte verdien til cos v, kan vi bruke

enhetsformelen:

cos’v+sinfv=1

1 2
coszv+(——) =1

4
v+ ! 1
v —_—=
cos 16
1
2 =1—-—
cos“ v 16
, 15
cos“ v = 16
_ . 15
cosv =+ 16
V15
cosv =+——
4
Her beholder vi kun den negative lgsningen ettersom v € [m, 3771] (3. kvadrant). Vi har dermed
at:
B V15
CoOsv = 2
Vi kan sa, til slutt, finne tan v:
1
sinv ~Z 4 1
tanv = = = =
cosv V15 4415 /15
4
Vi har derfor:
1
tanv = —
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Oppgave 5

a) Fra den gitte sinusfunksjonen har vi allerede verdiene for A4, ¢ og d som vi kan anvende 1
cosinusfunksjonen. Viharat A = 2,¢ = gog d=-1.

For a finne verdien for ¢ i cosinusfunksjonen kan vi velge en x-verdi hvor vi har toppunkt.
Der mé cx + ¢ = 0. Vi ser at dette inntreffer ndr x = 4. Dersom vi setter dette inn fér vi:

T d+p=0
4 ¢ =

n+¢=0

¢=-m

En funksjon pa formen g(x) = A - cos(cx + ¢) + d som passer til grafen er dermed gitt ved:

g(x)=2-cos(%x—n)—1

Alternativt kan man her lose oppgaven ved a bruke prinsippet om at man kan gjere en
sinusfunksjon om til en cosinusfunksjon ved & trekke fra % 1 sinusuttrykket. Ettersom

sinusuttrykket er gitt ved f(x) = 2 - sin Gx - g) — 1 ma da:
T M T
glx) = 2-cos(Zx————) -1

glx) = 2-cos(zx—n) -1
4
Vi ser altsé at begge fremgangsmatene gir samme svar.

b) Gitt likningen cos Gx — n) = % der x € [0, 3r]. Vi leser likningen som folger:

i —ﬂ+ 2 V7r _57r+ 2 €7
gX-m=gtn-2n gX—m=3tn-2m n

T =Zhmtn2m v Sx=ZLin2
4x—3 mTTn T 4x—3 n T

P=nm v Zinz
4x—3 n T 3 n T
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Multipliserer alle leddene med % og far:

16 32
x=—+8n V x=?+8n

3
Vi skal kun se pé losninger for x € [0,3m]. Dersom vi setter n = —1 far vi:
_ 16 g v 32 g
=3 =3
16 24 v 32 24
T3 T3 T3 T3
=73 Y T3

Den forste losningen ligger her under definisjonsmengden, men den andre losningen ser vi
ligger i definisjonsmengden. Dersom vi setter n = 0 far vi:

Her ligger den forste losningen i definisjonsmengden, mens den andre lgsningen ligger over
definisjonsmengden. Vi har derfor folgende to lesninger pa likningen:

Dersom vi tar utgangspunkt i cosinusfunksjonen g(x) = 2 - cos Gx - T[) — 1 ser vi at vi far

likningen vi nettopp leste om vi forseker & finne nullpunktene til funksjonen:
g(x) =0

2-cos(%x—n)—1=0
2-cos(%x—n)=1
cos (3x—m) =

Det vi altsa fant nar vi leste likningen var alle nullpunktene til funksjonen 1 intervallet
x € [0, 3r]. Nullpunktet som ligger lengst til heyre pa figuren er utenfor denne

definisjonsmengden. De to lgsningene vi fant (x = g,x = %) ligger derfor pa de to ferste

punktene hvor grafen krysser x-aksen.
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DEL 2

Oppgave 1

Loser her alle deloppgavene i CAS.

a)
» CAS X
r(t):=(2*, 4%, 6 - 0.7*t - 4.9tA2)
1
7 49 ,
, | 7(0)
- (0, 0, 6)
5 1(0.5)
-~ (1, 2, 4.43)

Definerer forst vektorfunksjonen i forste linje. I linje 2 finner vi posisjonen ved t = 0, og 1
linje 3 finner vi posisjonen ved tid t = 0,5.

Vi ser av dette at kanten pd taket er 6 meter over bakken, og at etter 0,5 sekunder var ballen 1
posisjonen (1, 2,4.43). Altsa har ballen beveget seg 1 meter fremover i x-retning, 2 meter i y-
retning, samt at den har falt nedover til hoyden 4,43 meter over bakken.

b)

v(t):=r'(t)

o |~ v(t) := (2,4, —9.8t—0.7)
5 Los(6-0.7"t - 4.9*t"2 =0, t)

~ {t=-—1.18,t = 1.04}

B

6 | abs(v(1.04))
~ 11.77

Begynner forst med & definere fartsvektoren i linje 4 ved & derivere posisjonsvektoren. I linje
5 leser vi for nér z-koordinaten til posisjonsvektoren er lik 0. Vi forkaster den negative
verdien, og ser dermed at ballen treffer bakken etter 1,04 sekunder. Finner s4, i linje 6,
banefarten til ballen pé dette tidspunktet. Vi ser av dette at nér ballen treffer bakken har den en
fart pa 11,77 m/s.
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c)

7 Las(abs(v(t)) = 10, t)
~ {t=—0.98,t = 0.84}

For & finne ut nér farten til ballen er 10 m/s, kan vi sette opp en likning i CAS som vist over.
Vi ser av dette at farten til ballen er 10 m/s etter 0,84 sekunder.

Oppgave 2
a) Pastand: Likningen til et plan kan bestemmes av 3 punkter i planet.

Pastanden er feil. Dersom de 3 punktene ligger langs en rett linje, vil de nemlig ikke kunne gi
et entydig plan. La oss for eksempel anta at vi har punktene A, B og C som ligger langs en rett

linje. Hvis vi definerer vektorene AB og AC og sa forseker & finne normalvektoren til planet
via vektorproduktet 7 = AB X AC, vil vi kun f ut nullvektoren ettersom vektorene

AB og AC er parallelle og dermed spenner over et parallellogram med areal lik 0. Vi kan
derfor ikke finne likningen til planet.

b) En uendelig geometrisk rekke er gitt ved 1 + (Inx — 1) + (Inx — 1) + ---.
Pastand: Dersom x = i vil summen av rekken vaere g

Vi begynner her med & finner konvergensomradet til rekken. Rekken har kvotient
k = (Inx —1). Vi fér da:

-1<k<1
-1<lhx-1<1
0<Inx<?2
e < eln* < e?
1<x<e?

Vi ser at den oppgitte x-verdien (x = é) ligger utenfor konvergensomradet. Pastanden er
dermed feil.
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¢) To funksjoner er gitt ved f(x) = x3 — x? —ax, dera € Rog g(x) = —x% + x.
Pastand: Grafene til f og g avgrenser to omrader som er like store nar a > —1.

Vi tester denne péastanden 1 CAS:

» CAS x|

f(x):=x"3 - x"2 - a*x

- f(x) i=x*—x*—ax

5 | gx)=x"2 +x

- g(x) := —x®*+x L
: Las(f(x) = g(x), x)

- {x: —Va+1,x=0,x= M}

abs(IntegralMellom(f, g, -sqrt(a+1), 0))
4. % (a®+2a+1)

abs(IntegralMellom(f, g, 0, sqrt(a+1)))
)

- % (a2+2a+1)

I linje 3 finner jeg skjeringspunktene mellom de to funksjonene. Vi ser at det er tre
skjeringspunkter totalt. Altsa vil grafene avgrense et omrade mellom x = —va + 1 og x = 0,
samt at grafene vil avgrense et annet omrade mellom x = 0 og x = va + 1.

I linjene 4 og 5 finner vi arealet mellom de to grafene for begge de to intervallene. Vi ser at vi
far ut akkurat samme verdi. Pastanden er derfor sann.

Oppgave 3

Velger her a definere x-aksen som en horisontal linje tvers gjennom midten av jordberet.
Dette tilsvarer omtrent der hvor vi har verdien 2 pa den oppgitte malestokken. «Bunnen» av
jordbaeret plasserer vi 1 origo. Vi kan sé forseke, ved hjelp av en linjal, & definere punkter som
ligger langs den ovre kanten av jordberet. Det er vanskelig & vaere helt eksakt her, sd verdiene
vi far er omtrentlige. Etter & ha definert en del punkter, kan vi s& bruke regresjon til & finne et
funksjonsuttrykk som fanger opp punktene som ligger langs den gvre kanten. Til slutt kan vi
sa bruke formelen for volum av omdreiningslegeme til & finne en omtrentlig verdi for volumet
av jordbaret.

I regnearket under er det lagt inn et forslag til punkter som ligger langs den gvre kanten av
jordberet. I kolonne A ligger x-verdiene, og 1 kolonne B ligger de tilherende y-verdiene i
centimeter.
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A B (

1] 0 0

2 0.5 0.7
El 1 1.3
4 15 1.9
5 | 2 2.2

6 25 2.3
| 7 3 23
8 35 23
9 4 1.8

Gjennomferer sa regresjonsanalyse av punktene:

'~ Dataanalyse X
0 XsY

Punktdiagram @
Y: B1:B9

L]
2
1
0
05 0 05 1 15 2 25 3 35 4 45
X: A1:A9

Regresjonsmodell

Polynom y = —0.0175 ° — 0.2101 z* + 1.5822 = — 0.0141

3 - Symbolsk utregning: x = y=

Etter & ha provd ulike regresjonsmodeller, fremstar det som at et tredjegradspolynom vil passe
bra.

Kopierer sa dataene over til grafikkfeltet:

» Algebrafelt * v Grafikkfelt X
* 11 ={(0, 0), (0.5, 0.7), (1, 1.3, cm
e g(x) = —0.0175x* — 0.2, *°
* tekstl = “g(x) = —0.01 3
a=44.2598 g(x) = —0.0175 %3 — 0.2101 x2 + 15822 x — 0.0141
25
[] L4

2
15
1
05

cm.

05 1 15 2 25 3 35 4 45 5 \55
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Vi kan séa bruke kommandoen pi*Integral(g”2, 0, 4) til & finne en tilneermet verdi for volumet
av jordbaret. Svaret er oppgitt som variabelen ‘a’ i algebrafeltet. Vi ser fra dette at en
omtrentlig verdi for volumet av jordbaret er pa cirka 44 cm?3.

Omdreiningslegmet vil her ha form som en slags sammentrykket, avlang kule. Det estimerte
volumet viker som & vare noe storre enn det man forventer a fa for et jordbaer. En sannsynlig
feilkilde her er at toppen av jordberet har en del hulrom der hvor bladene er. Likevel vil dette
hulrommet tas med i volumberegningen over. I tillegg kan det ha vart noe feil i mélingene
ettersom det blir et ganske grovt estimat nar man ma bruke linjal for & estimere de avleste
verdiene opp mot mélestokken som er vist pa figuren.

Oppgave 4

a) Vi skal finne forste tidspunktet hvor vi har en gjennomsnittsfart p4 54 km/. Det medforer at
vi ma lese integrallikningen:

1 X
—j v(t)dt = 54
X Jo

Dette kan vi gjore 1 CAS:

» CAS *D
| | V(t):=-6*sin(360% - pil2) + 54
® | - v(t) := 6 cos(360t)+ 54

Las((1/x)*Integral(v, 0, x)=54, x)

2
1
— {Xzﬁ klﬂ'}

3 | (pi/360)*60*60 i
~ 31.42

Definerer forst funksjonen i Linje 1. CAS skriver her funksjonsuttrykket om til en
cosinusfunksjon, men ettersom funksjonen er ekvivalent, kan vi bruke den videre til & lose
oppgaven. I linje 2 lgser vi en likning for a finne tidspunktene ndr gjennomsnittsfarten er lik
54 km/h. Ettersom sinusfunksjonen er gjentakende, vil det veere mange ulike tidspunkt hvor
dette vil inntreffe. Vi er imidlertid interessert i1 det forste tidspunktet, og det forekommer nar
vi setter variabelen k4 lik 1 i utrykket vi far. Det forste tidspunktet dette inntreffer er derfor
ved

t= 3% timer. For 4 omregne dette til sekunder kan vi multiplisere med 60 to ganger (det er
60 minutter per timer, og hvert minutt bestér av 60 sekunder).

Vi ser da, fra linje 3, at forste gang bilen far en gjennomsnittsfart pa 54 km/h er etter cirka
31,42 sekunder.
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b) Akselerasjon er definert som endring i fart dividert pd endring i tid. Vi vil derfor ha sterst
akselerasjon der hvor fartsfunksjonen definert i a) stiger eller synker brattest. Det vil skje i
vendepunktene til funksjonen, og dette samsvarer med hvor funksjonen krysser
likevektslinjen. Vi finner tidspunktene for nér dette inntreffer i CAS:

Las(v(t)=54, 1)

Her er k, et heltall, og tiden er oppgitt i timer. Vi vurderer kun lesningene hvor k; > 0. Vi
gjor dette om til sekunder ved & multiplisere med 60 - 60, og far da at akselerasjonen er storst
ved tidspunktene (gitt i sekunder):

t =10m - ky + 15,71
Akselerasjonen vil altsd nd ferste maksimumverdi ved t = 15,71 sekunder, og dette vil sd
gjenta seg hver gang vil legger til 10mr = 31,4 sekunder. Merk at annenhver gang vi
akselerasjonen vare i henholdsvis positiv og negativ retning.
(Denne deloppgaven kan selvsagt ogsa lgses enten ved & underseke nar fartsfunksjonen har
dobbeltderivert lik 0, eller nar akselerasjonsfunksjonen, som er den deriverte av

fartsfunksjonen, har ekstremalpunkter).

¢) Vi finner samlet forflytning ved & integrere fartsfunksjonen. Ettersom vi skal finne ut nér
tilbakelagt forflytning er p& 2 km, ma vi lgse integrallikningen:

fxv(t)dt =2
0

Laser dette 1 CAS:

4 NLzs(Integral(v(t), 0, x)=2, x)
~ {x=0.037}

5 | 0.037*60*60

~ 133.2

Vi ser av dette at samlet forflytning er pa 2 km etter 0,037 timer. Dette er det samme som
cirka 133 sekunder (vist i linje 5). Altsd har bilen forflyttet seg 2 km etter 2 minutter og 13
sekunder.
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Oppgave 5
a) Gitt den rekursive folgen 1, 2, 6, 15, 31, 56, ...

Hvis vi skriver dette som en rekursiv sammenheng, og gir felgen navnet {a,,} har vi:

a, =1

a, =a;+1
az;=a, +4
a, =az+9
as = ay, + 16

ag = as + 25

Den rekursive formelen er, som vi ser, gitt ved:
Ape1 = a, +n? hvora; =1
b) Vi lager et program i Python som skriver ut summen av de forste 30 leddene i tallfelgen:

# Starter med & definere det f¢rste leddet,
# og summen av dette leddet.

ledd = 1

sumverdi = 1

# Legger til verdiene av de neste 29 leddene

for n in range(1,30):
ledd = ledd + n**2
sumverdi = sumverdi + ledd

# Skriver ut svaret
print(sumverdi)

Nar vi kjerer programmet far vi utskriften:

Summen av de 30 forste leddene i tallfolgen er derfor lik 67455.

Oppgave 6

Vi har gitt en sirkel med sentrum i S(a, 0) og radius R < a. Vi skal sa rotere sirkelen om y-
aksen og vise at volumet av omdreiningslegemet blir lik 272 R%a.

Vi kan se pa dette som akkurat samme problem som at vi har en sirkel med sentrum 1 S(0, a)
som vi skal rotere rundt x-aksen. Fra sirkellikningen har vi:
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(x —x1)* + (¥ —y1)* = R?

Her er S(x4, y;) sentrum i sirkelen og R er radius i sirkelen. Basert pa opplysningene gitt over
vil sirkelen med sentrum i S(0, a) vare gitt ved:

x?+ (y—a)? = R?

Bruker s CAS til & lose for funksjonsuttrykkene til de to halvsirklene som til sammen utgjor
hele sirkelen:

» CAS X
Las(x?2 + (y-a)*2 = RA2, y)

- {y=a—\/m,y=a+\/H}

Volumet av omdreiningslegemet finner vi ved & finne differansen mellom volumet vi fir nar
vi roterer @vre halvsirkel om x-aksen og volumet vi far nar vi roterer nedre halvsirkel om x-
aksen. For a gjore det litt enklere med syntaksen, kan vi definere to ulike funksjoner, f.eks.
f (x) for gvre halvsirkel og g(x) for nedre halvsirkel. Hver halvsirkel er definert fra og med
x = —R til og med x = R ettersom sentrum ligger pd y-aksen hvor x = 0. Leser sa for
volumet i CAS:

f(x):=a+sqrt(R"2-x"2)

- f(x) := a+ VR — x2
g(x):=a-sqrt(R"2-x"2)

- g(x) ;=a—VR2—x2

pi*Integral(f*2, -R, R) - pi*Integral(g"2, -R, R)
— 2 R?*a=? sgn(R)

Vi ser her at vi far det forventede volumet. Faktoren sgn(R) er her bare en faktor som har
verdien +1 dersom R er positiv og —1 dersom R er negativ. Ettersom det ikke gir mening at
radius er negativ 1 oppgaven, vil sgn(R) her kun ta verdien 1.

Vi har dermed vist av volumet av omdreiningslegemet er lik 2m2R?a.



