Marius Nilsen Bergen Private Gymnas Hgsten 2022

Lesningsforslag eksamen R1 (LKO6) Hpsten 2022

Del 1

Oppgave 1

a) f(x)=2x3_ln.x:>f'(x)=6x2_l
X

b)

g(x)=x-e*

gir

g'(x)=1-e" +x- e (—4x) = —4xte™ = (1 — 4x2)e_2"2
c)

h(x) = 2x :— 2

gir

o) = 2-¢" —(2x2+2)ex _ 2—(2ic+2) _ 2_216_2 :_z_ic

(ex) e e e
Oppgave 2

a)
100" +10=11-10"

(102)"—11-1OX+10:0

10> —11-10"+10=0
u=10" gir u2—11u+10:(u—1)(u—10)=0,s§1u=1vu=10.

Da har vi:
10" =1v10" =10
sd

x=0vx=1
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b)
lgx=1g6-2Ig3+1g2

lgx=1g6—-1g3° +1g2
lgx=1g g]+lg2

lgx=Ig EZJ

lgx=1g ﬂ]

Oppgave 3

e 3W11=911=199 <100 =10

e 1g9<1,5210-1g9<10
e 9>¢%535In9>5-2

3v11 og101g9 er mindre enn 10

Oppgave 4
2
4+h) —4° 2_ 2 h(h+8
lim(# _ i 0F 8216 8 limu =1im(h+8)=8
h—0 h h—0 h h—0 h h—0 h h—0 =
Oppgave 5

a) Dersom x =—6 er nullpunkt for f(x),er (x—6) faktori f(x).
7(~6)=(~6) +5(-6)" —8(~6)~12=—216+5-36+ 48~ 12=-216+180+ 48~ 12 =0

(x — 6) er faktori f(x).Som skulle vises.

Gjennomfgrer polynomdivisjonen og faktoriserer.
(x3+5x2 —8x—12):(x+6)=x2 -x=2

x +6x°
—x>—8x—12
—x’ —6x
—-2x—-12
—2x—12
0
f(x)=(x+6)(x2—x—2):(x+6)(x+l)(x—2)
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b)
f'(x)=3x"+10x-8
sd

f'(x)=0

gir

= -10+£+100+96 -10++196 -10£14 —5%7
6 6 6 3

X =% ogx,=—4

1
3

Grafen til den deriverte er en parabel som vender hul side opp ("smilemunn”).

Det betyr at den deriverte gér fra positiv til negativi x = —4 og fra negativ til

positivi x =—.
3

2 2
Da har altsa grafen til fet bunnpunkt i (5 ,f(E]) , som skulle vises.
Det andre ekstremalpunktet er x =—4. (Toppunkt i(—4, f (—4)))

c) Vendepunktet pa grafen til fhar samme x-koordinat som bunnpunktet pa grafen
til den deriverte av f, som ligger midt mellom nullpunktene pa grafen til den
deriverte av f. (Altsa gjennomsnittet av disse nullpunktene).

2 12 2 10
s 313 10 5
3_.3 3_ 3__10_°5

2 2 2 6 3

(For ordens skyld kan det nevnes at grafen til den andrederiverte vil vaere ei rett
linje, slik at den andrederiverte skifter fortegn i nullpunktet sitt. Da er
nullpunktet til den andrederiverte x-koordinat til et vendepunkt pa grafen til f).

Grafen til / har ett vendepunkt, og dette vendepunktet har x — koordinat —%

Q) f(~4)=(-4) +5(-4) —8(~4)-12=-64+80+32-12=36.

Markerer nullpunktene, toppunktet og bunnpunktet grafen til fi et
koordinatsystem. Bruker ogsa konstantleddet, som forteller hvor grafen krysser
y-aksen. Tegner en jevn kurve gjennom punktene.

(Se neste side)
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Skisse

f(z) = 2% + 527 — 8z — 12

X

4 5 6 7

Oppgave 6

a) Deler vennegjengen inn i to grupper, der den ene gruppen bestar av Anita og

Lars, mens den andre gruppen bestar av de resterende seks vennene.
Da har vi en hypergeometrisk sannsynlighetsmodell og kan bestemme
sannsynligheten for a trekke ut bade Anita og Lars til jobben med a sette opp

teltene.

ST

(8] 876 87 56 28

3 3-2-1

Sannsynligheten for at bade Anita og Lars blir trukket ut til a sette opp teltene er ;8

b) Bestemmer sannsynligheten for at verken Anita eller Lars blir trukket ut til

sette opp teltene.

Dette er det samme som d bestemme sannsynligheten for at begge blir satt til a

lage mat.

2\ (6 [6:5:4
0)\3) 351 54 20 10

(8} - 876 87 56 28

3-2-1
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Sannsynligheten for at Anita og Lars blir trukket ut til de samme

_ ] 10 13
arbeidsoppgavene er altsd —+— =

28 28"

Da er sannsynligheten for at de ikke blir trukket ut til 4 gjgre de samme

13 28 13 15

arbeidsoppgavene 1 ——=—-——

28 28 28 28

Sannsynligheten for at Anita og Lars ikke trekkes ut til &4 gjore de samme arbeidsoppgavene er %

Oppgave 7
a)
PA=[5-19-1]=[4,8]

PB=[5-9,9-7]=[-4,2]
PA-PB=[4,8][-4,2]=4(-4)+8-2=-16+16=0,54 PA L PB

ZAPB =90°, som skulle vises.

b) Zl—é = [9 -1,7- 1] = [8,6] = 2[4,3], s&r = [4,3] er en retningsvektor for /.
Vivetat ¢ gir gjennom punktet P, sd setter opp en parameterfremstilling for /.
Jx=5+4
|y=9+3t
Punktet Q ligger pa ¢, sa da har vi
OA=[1-(5+41),1-(9+31) | =[~4r—4,-3¢ -8

OB = [9—(5+4t),7—(9+_?>f):|_f [41+4,-31-2]

0A4-OB=0

gir
[—4t-4,-3t-8][-4r+4,-3t-2]=0
(—42-4)(-4t+4)+ (-3t -8)(-3r-2)=0
16t —16+9¢> +6¢+24t+16=0

257 +30t=0

5t(5t+6)=0

sd

t:0vt:—§
5
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t =0 gir punktet P, sé setter ¢ = —g inn i parameterfremstillingen for ¢ for &

bestemme koordinatene til Q.

x=sea 2|2 2 Lo gys) 0] B2
5 5 5 5 5 5 5°

Punktet Q har koordinater (

U1I>—‘
m|'\)
~

Oppgave 8
a) Likningen til 51 gir y =3 — x . Setter dette inn i likningen for sirkelen.

x2—2x+(3—x)2—4(3—x)=—3

X =2x+9—-6x+x*—12+4x+3=0

2x°—4x=0

2x(x—2) =0

gir
x=0vx=2

x=0gr y=3-0=30gx=2gir y=3-2=1

Skjeeringspunktene mellom sirkelen og 7 er (0,3) og (2,1)

b) Bestemmer sentrum og radius i sirkelen.
x'=2x+y —4y=-3
X' =2x+1+y" —4y+4=-3+1+4
(x=1) +(y-2) =2
Sirkelen har sentrum i (1,2) og radius er \/5

Diagonalen til et kvadrat med sidelengde 1 er \/5, sa da vet vi at sirkelen
tangerer et kvadrat med hjgrner 1(0,1), (2,1), (2,3) og (0,3).

Det betyr at linja ¢ , er diagonal i kvadratet som er innskrevet i sirkelen og at
diameteren til sirkelen ligger langs denne linja. Linja ¢ , har stigningstall —1.
Likningen til linja £ , kan skrives som y =—x+ k , sa den har ogsé stigningstall

—1 oger parallell med /.
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Det betyr at / , tangerer sirkelen hvis den gar gjennom punktet (0,1) eller
punktet (2,3).
Gar [/, gjennom (0,1), er konstantleddet 1.

Gar /, gjennom (2,3), er konstantleddet 5.

Linja /, tangerer sirkelen fork =1 v k=35

Oppgave 9

a)

b)

Summen av gradene til to nabovinkler er 180°,s& LZACD =180°—-110°="70°.

180°—u 180°—110° 70°
2 2 2

Vinkel LACB er en periferivinkel pd 110°, s den spenner over en bue pa

220°.

Den LASB som dannes i et hjgrne av firkant ASBC er da en sentralvinkel som

spenner over en bue pd 360° —220° =140°.

180°—-140°  40°
2

Linjestykket DA ligger langs en tangent til sirkelen, og A er tangeringspunktet.
Da har viat ZDAS =90°.

Dette gir ZDAC =90°—-20°—-35°=35°.
Vi kan nd bestemme ZADC'.
ZADC =180°-70°—35°=75°

AABC er likebeint,sd v = =35°,

AASB er likebeint, s3 ZSAC = =20°.

Dersom S hadde ligget pd linjestykket, eller rettere sagt dersom linjestykket AB
gikk gjennom S, ville LZACB vare en periferivinkel som spenner over
diameteren i sirkelen. ZACB ville altsd spenne over en bue pa 180°.

Da ville vi hatt u = 90°.

Nar vi da flytter punktene A og B naermere C, slik at S havner utenfor AABC , vil
ZACB spenne over en stgrre bue, slik at u > 90°.

u>90° nér S ligger utenfor AABC . Som skulle begrunnes.
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Del 2

Oppgave 1

13 12 11 10 9

a) P(Alle de fem kortene er hjerter) =—— — ——=0,0005=0,05%

52 51 50 49 48

b) Vihar en hypergeometrisk sannsynlighetsmodell.

Bruker sannsynlighetskalkultatoren i GeoGebra.
/~ Hvpergeometrisk fordeling &

populasjon 52 n>5 utvalg 13
1 H F
P( 2 =X=?2 ) = 0.27428

Sannsynligheten for at ngyaktig to av de fem kortene er hjerter er ca. 27,4%

Her ma det trekkes ut ett kort av hver type for tre av korttypene, mens det ma
trekkes to kort av den siste korttypen. Dette kan skje pa fire ulike mater, som alle
er like sannsynlige siden det er like mange av hver korttype i kortstokken.

Vi ma regne ut verdien av uttrykket

L)
H

Bruker CAS:
» CAS X
4*nCr(13, 1)*nCr(13, 1)*nCr(13, 1)*nCr(13, 2)/nCr(52, 5)
1 » 2197
8330
2 2197/ 8330
~ 0.26375

Sannsynligheten for at det er minst ett kort av hver type er ca. 26,4 %.
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a) Setterjeg f =2 inn i parameterfremstillingen for 7, far jeg x =24 og y =10,

b)

som er koordinatene til C.

Punktet C ligger pa /. Som skulle vises.

Bruker definisjonen av skalarproduktet.

» CAS
‘ 1 A:=(0,0)
~ A := (0,0)
L5 B=(9,1)
e - B:=(91)
|3 C:=(24,10)
® - C:=(24,10)

u:=Vektor(A, B)

o= ()

v:=Vektor(A, C)

Y 24
— \10

u*v=abs(u)*abs(v)*cos(x"°)
NLgs: {x =—16.28,x = 16.28}

ZBAC =16,28°

Bruker parameterfremstillingen for ¢ og setter D = (12t,5t).

Videre bruker jeg definisjonen av skalarproduktet til 4 bestemme ¢.

1
o

A:=(0,0)
~ A := (0,0)

2
o

B:=(9,1)
~ B:=(9,1)

D:=(12t,5t)
~ D:= (12t,5

t)

a:=Vektor(D, B)

LR
T l1-5¢

b:=Vektor(D, A)

—12t
- b :=
(T

)

a*b=abs(a)*abs(b)*cos(120°)

Los: {t =0,t=

—11+v/3 4113
169

}
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t =0 gir punktet 4, s& ma bruke den andre lgsningen for & bestemme D.

ByttUt(D,t = HoyreSide($6,2))

7
—132 /3 + 1356 —55 /3 + 565
- 169 ’ 169

D har koordinater
169 169

135613243 565—556}(6 7.28)

d) Vilar AB vere grunnlinje i trekanten.

=V9* +17 =+/82
Kan na bestemme hgyden h i trekanten.

J82-h 22
2

T

Il1=2h=—.

J82

Lar P vere et punkt pa linja gjennom A og B.
Da kan jeg sette P = (9S,S).

Punktet E ligger pa ¢ og far derfor koordinater (12t,5t) :

Linjestykket PE skal veere hgyden i trekanten.

2
52

Dama ﬁJ_A—B og

-

> CAS

1 | A:=(0,0)
® - A:=(0,0)

B:=(9,1)
- B :=(9,1)

o~

P:=(9s,s)
- P :=(9s,s)

E:=(12t,5t)
- E:= (12t,51)

u:=Vektor(A, B)

¢ -em ()

n:=Vektor(P, E)

6 = 12t —-9s
- 5t—s

u*n=0

- —82s+4+113t=0

abs(n)=22/sqrt(82)

~ s+ 52+ (<95 +121) =j—:_2

{$7, 38}

Lo ffeom 2y o o3 2
o5 T1237 T 3777 1237 3
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Maha ¢ >0, s& bruker t=§.

ByttUt(E, t=2/3)
10
o d 8 —
< ’ 3 )

E har koordinater (8,?}

10

Oppgave 3
a) Lar tangenten i P vaere grafen en linear funksjon g(x).
Nullpunktet til g(x) er x-koordinaten til 4, mens konstantleddet i
funksjonsuttrykket til g(x) er y-koordinaten til B.
» CAS X
1 | fO0:=1-x*

- f(x) := —x*+1

P:=(a,f(a))
- P := (a,—a2 +1)

g(x):=Tangent(P, f)

— g(x) := —2ax+a’+1
{

g(x)=0
4 - x_a2+1

@s: =5

g(0)
5

- a’+1

a*+1

Viharaltsd 4 = ( 7

,oj og B= (o,a2 +1).

2
a +1
AOAB har da grunnlinje

og hgyde a” +1.
Dette gir:

5 2
(a +1)

4a

T(a)=%-a22:1-(a2+1)=

, som skulle vises.

Hgsten 2022
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b)
» CAS = X
T(a):=(a’+1)?/(4a)
1 2
- (a®+1)
T(a) := 1a
T'(@=0
P v3__v3
S R
Ma velge den positive lgsningen, siden vi skal ha a € <O, 1> :
Bruker andrederiverttesten til a forsikre meg om at denne Igsningen gir
bunnpunkt pa grafen til T.
-3 | T'(sqrt(3)/3)
- 23
" \/g o
T ? > (), s er snakk om bunnpunkt.
Bestemmer det minste arealet trekanten kan ha:
T(sqrt(3)/3)
4 1
- 3-4. 9
. 4+/3
Det minste arealet AOAB kan ha er T\f
Oppgave 4
a) ABCD og AABC er begge rettvinklede. I tillegg har vi fra oppgaveteksten at
£LBDC = ZACB.Daer ABCD og AABC formlike.
ABCD og ADEF' er begge rettvinklede og har felles vinkel i hjgrnet D.
Daer ABCD og ADEF formlike.
Nar ABCD og AABC er formlike og ABCD og ADEF' er formlike, ma ogsa
AABC og ADEF' vere formlike.
Begge trekantene har hypotenus med lengde c, sd da ma de ogsa veere
kongruente.
AABC er kongruent med ADEF, som skulle forklares.
b) LACD = ZACB+ £ZBCD og ZBCD =180°-90°—- 4ZBDC =90°—- 4BDC..

Z/BDC = ZACB, s&
ZACD = /ACB+ /BCD = /BDC + (90° - LBDC) —90°, som skulle vises.




Marius Nilsen Bergen Private Gymnas Hgsten 2022

c)

d)

AD=a+ BD
Bruker videre at ABCD og AABC' er formlike, for 8 bestemme BD.
Setter forholdet mellom korteste katet i de to trekantene likt forholdet mellom
lengste katet i de to trekantene.
2
@ — é = BD — b_
a a
2

Daharvi AD = a+ —, som skulle vises.
a

Om vi lar DE veere grunnlinjen og CA vere hgyden i AACD, kan arealet av
cc 1,

trekanten uttrykkes slik: 4 = N = Ec :

Om vi lar AD veere grunnlinjen og FE vaere hgyden i AACD), kan arealet av

2
trekanten uttrykkes slik: 4 = %-AD -FE = %-FE -AD = %a . (a + b—)
a

1 1 ?
Vi setter de to uttrykkene lik hverandre og far Ecz = Ea . [a + —]
a

Som skulle vises.

Jobber videre med denne likningen.

2 2 a
2
) b
c =ala+—
c=a’+b°
sd
a’+b*=c*

Har vist at Pythagoras’ setning gjelder.




