Marius Nilsen Bergen Private Gymnas Varen 2022

Lesningsforslag eksamen R2 varen 2022

Del 1

Oppgave 1
a) f(x)=3x-sinx= f'(x)=3sinx+3xcosx = 3(sinx+xcosx)

b)
sin(2x)
COSX
gir
cos(2x) -2-cosx —sin (2x) (— sin x)

g(x)=

g'(x)= ;
cos” x

B 2cos(2x)cosx + sin(2x)sinx

COS2 X

Vi har derivert funksjonen, men kan forenkle uttrykket noe hvis vi gnsker det.
2cos(2x)cosx + sin(2x)sinx

1

g'(x)=

cos’ x
2(1—25in2 x).cosx+2sinxcosx-sinx

2
COS X

(2 —4sin® x + 2sin’ x)cosx

cos’ x
2—2sin’x

Oppgave 2
a) _[(e" - sinx)dx =e +cosx+C

b) Bestemmer fgrst det ubestemte integralet ved hjelp av variabelskifte.

) du du
Setteru =sinx. Daharvi — =cosx & dx = )
dx COSX

du =Judu=%u2+C=%Sin2x+C

Jsinx-cosxdxzju-cosx
COSX
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Da kan jeg bestemme det bestemte integralet:

% r \/’ 2
Jsinx-cosxdle[sinzx]“zl v2 —0? 121
0 2 o 21l 2 24 4
Oppgave 3
2003(3x)= \/g
cos(3x) ﬁ
2
Sr r
=k 2mvic="Lik-on (kez)
6 6
18 3 18 3
(ST T

VX +k-
18 18 18 18
xe [0,71’] gir da:

Si i 177
X=—VX=—VX=——

18 18 18
Oppgave 4

Lineeer differensiallikning av fa@rste orden. Integrerende faktor er e

y'+2y=4
yv.e2x+2y.62x :4.62x
(J"e2")'=4e2x
y-e =I4ezx dx

4
y'62x:§e2x+c |.e—2x

y=2+Ce™
Generell Igsning er altsa y =2+ Ce™>"
y(0)=1
gir
2+C=1
C=-1

Spesiell lgsning: y =2 —e "
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Oppgave 5

k
1
a) Skal altsa bestemme k slik at J-—dx =2.
X
1

Jldlen‘x‘+C
X

(Vi skal forholde oss til x-verdier mellom 1 og k, og k& > 1, sa vi kan slgyfe
absoluttverditegn i den videre beregningen)

[MJJTZZ
Ink—Inl=2
Ink-0=2
Ink=2
k=eé

Arealet av F blir 2 nér k = e*

b) V= ﬂj{%]z dx = ﬂ'j%dx = 7t~jx_2 dx = ﬂ[—x‘lr = —7{%}4 = _ﬂ(i_lj = %t
1 1 1 1

Nar k =4, har vi Vz%r

Oppgave 6
a) Her er det mulig d rett og slett vise at likningen md vaere en mulig likning for planet
ved d vise at den stemmer for koordinatene til alle de tre punktene.
(1 folge sensorveiledningen kan dette gi full uttelling).
Jeg velger likevel her a vise litt mer "grundig”, som om oppgaveteksten kun hadde
gitt meg punktene og bedt meg bestemme likningen.

AB=[-2-21-3,-3-(-7)]=[4,-2.4]
og
AC=[3-2,5-3,-5-(-7]=[12.2]
gir
ABx AC =[-22-4-2,-(-4-2-4-1), 42— (-2)-1]=[-12,12,-6 ] =—6[ 2.-2.1]
Det betyr at 7 = [2,—2,1] er en normalvektor for planet .
Bruker A som fast punkt, og far da:
2(x=2)-2(y=3)+(z=(-7)=0
2x=4-2y+6+z+7=0

2x=2y+z+9=0
2x—=2y+z+4+9=0 eren likning for planet . Som skulle begrunnes.
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b) PO=[6-33-1-4-(-2)]=[3,2,-2] 5 7 =[3,2,-2] eren

retningsvektor for linja /.
Dersom linja ¢ er parallell med planet ¢¢, ma retningsvektoren til linja og
normalvektoren til planet std normalt pa hverandre.

Foi=[3,2,-2][2,-2,1]=3-2+2(-2)-2-1=6-4-2=0,sa 7 Lii.

Linja £ er parallell med planet .
Som skulle vises.

c) Siden linja er parallell med planet, vil alle punkter pa linja ha lik avstand til
planet. Bestemmer avstanden fra punktet P til planet.

23-21+1(-2)+9 [6-2-2+9 11 _11
22+ (=27 +12 Jata+1 o 3

Avstanden fra linja / til planet o er %1

Oppgave 7
a)
f(x)=0

2cos’ x + sin(Zx) =0
2cos’ x+2sinxcosx =0
2c0sx(c0sx+sinx) =0
sd
cosx=0vcosx+sinx=0

T T
cosx =0 har to lgsninger i det aktuelle intervallet, nemlig x = —5 og X = 5

Jobber videre med cosx +sinx =0:

: 1
cosx+sinx=0 |
COSX
l+tanx=0
tanx =—1
- N . n 3
Denne likningen har to Igsninger i det aktuelle intervallet: x = _Z og X = T

f(x) har altsi fglgende nullpunkter for x € <—7Z',7Z'> :

T T T RY/4
X=———VX=—]—VX=—VX=——

2 4 2 4
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b) Vi skal altsa skrive funksjonsuttrykket om til en ren sinusfunksjon, pa formen
f(x)=Asin(cx+¢)+d.

Starter ogsa her med a fgrst skrive om uttrykket ved hjelp av trigonometriske
identiteter.

f(x)=2cos’ x + sin(2x) = cos(2x) +1+ sin(Zx) = sin(2x) + cos(2x) +1.
De to fgrste leddene i det omskrevne funksjonsuttrykket er pa formen
asin(cx) + bcos(cx).

Vi kan da bestemme A og @:

A=A+ =P+ =1+1=12
og

b 1
tan@ =— gir tangp =-=1.
a 1
T
Punktet (1,1) er i fgrste kvadrant, sd ¢ = Z

Vi har na funnet ut at sin(2x) + COS(2X) = \/Esin[2x + %j

. T
Daharvi f(x)= \/Esm(bc + Z) +1, som skulle vises.

. /A
c) Den stgrste verdien sm(2x + Z) kan ha er 1, sa alle toppunktene har

y-koordinat 1+ \/5 :

Bestemmer x-koordinaten til disse punktene.

sin(2x+ Ej =1
4

2x+£=£+k-27r (keZ)
4 2

2x=———+k-21
2 4

="k 2n
4

x="tkm
8
£+k8_ﬂ:
8 8

X =
[ intervallet <—7£ ,T > har likningen fglgende lgsninger:
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d)

. T
Den minste verdien sm(2x + Zj kan ha er -1, sd alle bunnpunktene har

y-koordinat 1— \/5 .
Bestemmer x-koordinaten til disse punktene.

sin(2x + E) =—1
4

2x+%=3—”+k~27c (keZ)

2
2x = m_z +k- 21
2
2x = 7 +k-21
4
X = Sl +k-m
8
8 8
[ intervallet <—TL’ ,T > har likningen fglgende lgsninger:
RY/4 RY/4
X=——VX=—o
8 8

Grafen til f* har toppunkter (—%,1+\/§] og (%,l+\/§] og bunnpunkter (—%,1—\6] og (%T,l—\/g]

Her kunne jeg "sldtt sammen” de to beregningene ved d legge til k - 7t istedenfor
k-21 og brukt at annenhver lgsning gir toppunkt og annenhver gir bunnpunkt,

. /A
siden vi ville alternert mellom 1 og -1 som verdi av Sln(Zx + Zj

Markerer likevektslinja, nullpunktene og topp- og bunnpunktene, og skisserer
grafen til f.

f(x)

X

-m -7m/8-3m/4-5m/8 -m -3t/ 8 /4 -m/8 O mw/8 m/4 3m/8 HW/4 7/ 8 s

-1
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Oppgave 8
a) Narvifarviteat a, =8 og a, =2,kanviseat d =—3.
(verdien av leddene minker med 6 pa to steg).
Daharviogsiat a, =a,+3=8+3=11.

a =a1+(n—1)d

gir
a,=11+(6-1)(-3)=11-15=—4
0g

g _a1+an.

gir

S =%-6:7-3:21

6

Dersom rekka er aritmetisk, er summen av de seks fgrste leddene lik 21.

b)
az-kz=a4
gir
8k* =2
=l
4
ol
4
Ll
2
1

Nir k = — har vi:

a1=2a2=2-8=16
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Nar k = —— har vi:
a1=—2a2=—2-8:—16
0g

6
(_1] _q L, 63
: 1_ _63
S6=—16-———16-L——16-ﬁ——2-§=—@=—2
3 364 6 2

L _3 _3
2 2 2
Summene av de seks forste leddene 1 hver av de to geometriske rekkene er henholdsvis % og —%.
Oppgave 9
n n- 1
Gitt pastanden P(n): 1°=2°+3* =47 4-+(=1)" - =(~1) ' nln+)
2
o I(1+1 :
Sjekker forst om P(1) er sann: (—1)1 1 w = (—1)0 % =1-1=1> OK!
Antar né at pastanden er sann for n = k, der k er et naturlig tall.
Vil sa vise at pastanden da ogsd er sann for n =k +1.
N + o klk+1 N
P22 43 & 4t (1) R (1) (k1) = (1) ‘-¥+(—1)" (k1)
B (_l)k_l k(k + 1) N (_])k_l (_1)3 2(k + 1)2
= — . —

o 2(k+1)

S

(). k(k+1)-2(k+1)

(). (k+1)(k;2(k+l))

() (k+1)(-k-2)
= (_1)]‘71 .(4)%2(](4_2)
_ (_1)k+l—] (k+1)(12c+1+ 1)

Har vist at pastanden er sann for 7 = k +1 under forutsetning av at den er sann for
n = k. Av induksjon har vi da at pastanden er sann for alle naturlige tall n.

Q.E.D.
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Del 2

Oppgave 1
a) Tegner grafen og bruker “ekstremalpunkt” til 3 bestemme de toppunktene som
ligger innenfor definisjonsomradet.

» CAS X » Grafikkfelt X
1 f(x):=1.3*sin(0.52x-2.0)+2.4 Jfeo .37 3.2 dg.os b
S 13 (13 ) 12
- X = — SIn — X — e
10 25 5 3
2
2
1
X
-5 0 5 10 15 20 25

Energiforbruket er stgrst klokken 06:52 og klokken18:57 i fglge modellen

b) Bestemmer det samlede energiforbruket i lgpet av et dggn ved a regne ut

j F(x)dx iCAS.

Velger ogsa at arealet under grafen i det aktuelle omradet skal illustreres i
grafikkfeltet ("aktiverer” linje 2 i CAS).

» CAS X » Grafikkfelt X

f(x):=1.3*sin(0.52x-2.0)+2.4 5 f(x)
1

13 . /13 12 4 (6.87, 3.7) (18.95, 3.7)

- f(x) := 10 sm(25 X 2) + 5 3

b:=Integral(f(x),0,24) 5
i b 5 @) 5 262 + 288 )

- = - cos — < cos | — —

2 2 25 5 57.79
X

- -5 0 5 10 15 20 25 30

I felee modellen er energiforbruket omtrent 58 kWh i lgpet av et dggn.

3 NLas[Integral(f, 0, n)=17,n]
- {n=17.29}

Strgmbruddet fant sted pd morgenen, omtrent klokken halv atte.
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Oppgave 2
a) Bestemmer parameterfremstillinger for de to linjene. Bruker CAS.

» CAS >
1  A:=(0,7,5);

2 B:=(1,7,2);

3 C=(_21210)'

4 | D:=(1,1,h);

5 l:=Linje(A, B)

® - ¢£: X=(0,7,5)+ X (1,0,-3)

m:=Linje(C, D)
® L miX=(=2,2,0)+A (3,—1,h)

b)

Ut fra parameterfremstillingene til linjene kan jeg sette opp et likningssett som
gir meg x- og y-koordinatene til et eventuelt skjeeringspunkt.

t=-2+3s
7
- t=3s—-2
7=2-s
8
- 1=—s4+2
9 {87, 38}
Los: {{s = —-b,t=—17}}

(Har alts3 erstattet A med henholdsvis t og s)

Setter inn f = —17 i parameterfremstillingen for ¢ og fir punktet (—17,7,56).

Setter inn § = —5 i parameterfremstillingen for m og far punktet (—17,7,—5h).

Ser at vimd ha —5/h = 56 for at linjene skal skjeere hverandre.

Linjene ¢ og m skjerer hverandre nér 4 = —?

Setter koordinatene til 4 inn i likningen for planet & :
3:0+(h+9)-7+5=0+7h+63+5=68+7h
Setter koordinatene til B inn i likningen for planet & :

3-1+(h+9)-7+2:3+7h+63+2:68+7h

Bdde A og B ligger i planet ¢/. Da ma ogsa ei linje gjennom disse to punktene ligge
i planet ¢ .

{ ligger i planet ¢¢, som skulle vises.
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CD = [1 —(-2),1-2,h— 0] = [3,—1,11] er en retningsvektor for linja m.
Ser av likningen at [3,(h + 9),1] er en normalvektor for planet .

[3.-Lh]|3.(h+9).1]=3-3+(=1)(h+9)+1-h=9—h=9+/=0.

Retningsvektoren for linja m star normalt pa normalvektoren for planet ¢ .
Da ma linja m veere parallell med planet ¢, som skulle vises.

c) Siden linja ¢ ligger i planet & oglinja m er parallell med planet ¢, vil avstanden
fra et vilkdrlig punkt pa m til planet & ogsa veere avstanden mellom linjene.
Bruker formelen for avstand fra punkt til plan og setter avstanden mellom
punktet C og planet ¢ lik 4.

‘3(—2)+(h+9)-2+1-0—68—7h‘_4

\/32+(h+9)2+12
|—6+2h+18—68—7h| .
Jo+n +18h+81+1
|—6+2h+18—68—74
Jo+n +18h+81+1
|—56—5h|
—4
Jh +18h+91
Lgser i CAS.
» CAS <
abs(-56-5h)/sqrt(h?+18h+91)=4
1, |-56-5h

: =4
, VhZ+18h + 01
abs(-56 - 5h) / sqrt(h? + 18h + 91) = 4
2 ] {h —4 /211 — 136 4211 — 136}
| @as. = =

h
9 ’ 9

-136+4+211 Vh= —136-4+211

Avstanden mellom linjene ¢ og m blir 4 nér h = 5 5

Oppgave 3
a) Endringen i mengden virkestoff pasienten har i kroppen ¢ timer etter

behandlingen starter, er gitt ved M '(¢). Denne endringen er summen av
nedgang som fglge av nedbrytning og gkning i form av tilfgrsel av medisin.
Nar bryter ned virkestoffet med en fart som er proporsjonal med mengden
virkestoff, M (¢), kan denne nedbrytningen uttrykkes som —k - M ().
Tilfgrselen av virkestoff er konstant 5mg per time.
Ved t =0, har ikke behandlingen startet ennd, s mengden virkestoff i kroppen
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er da 0 mg. Det gir initialbetingelsen M (O) =0.

M (t) ma tilfredsstille differensiallikningen
M'(t)=—k-M()+5 , M(0)=0,som skulle forklares.

b) Bytter ut M og t med henholdsvis y og x ndr jeg jobber i CAS.
v CA X
T [

LesODE(y'=-k*y+5, (0,0))
1 L ._—5 e ™45
y= k
2 | Setter inn 24 for x og 80 for y:

3 | 80 = (-5 eA(-k*24) + 5) / k
NLos: {k =0.036}

_&,,—0,0361
M(1) = Se +5
0,036

c) Setter opp en ny differensiallikning. Har proporsjonalitetskonstanten k fra fgr,
men erstatter 5 med d, som representerer tilfgrsel av virkestoff.
Initialbetingelsen blir (24,80) :

» CAS 8
LesODE(y'=-0.036y+d, (24,80))

108

1 250d e 15 — 250 d e %0 + 720 e %%
T y= 108
Qe 1%

2 | Setter inn 48 for x og 150 for y:

150 = (250d eA((-108) / 125) - 250d eA(-9*48 / 250) + 720eA(-9*48 / 250)) / (9eA((-108) / 125))

2 { 135e B _72e B }
Los: {d=

216

25 e~ 1 — 25 e~ 1%

4 1d = (135eA(-108) / 125) - 72eA((-216) / 125)) / (25eA((-108) / 125) - 25eA((-216) / 125))}
~ {d=7.236}

Pasienten ma3 f3 tilfgrt 7,2 mg virkestoff per time for at mengden virkestoff i
kroppen skal veere 150 mg ett dégn senere.

For ordensskyld har jeg tegnet en graf som viser situasjonen nar d er rundet ned
til 7,2 mg. Hadde vi satt doseringen til 7,236 mg ville vi nok truffet 150mg mer
ngyaktig, men i praksis er jeg usikker pa om man gar ned pa mikrogram
ngyaktighet i disse situasjonene. Dessuten var jo doseringen for fgrste dggn

oppgitt i hele milligram.
M(t)

150
(48, 149.423)

100

50
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Oppgave 4
a)

» CAS X
1/(k(k+2))==(1/2)*((1/k)-(1/(k+2)))

1, 1 21/1 1
(k+2)k 2 \k k+2

1/(k+2)k)21/2@0/k-1/(k+2)

2

— true

1 11 1 _
——=—| ———— |, som skulle vises.
k(k+2) 2\k k+2

Om vi tenker at vi ikke akkurat "viser” ndr vi bruker spgrrende likhet i CAS, kan vi
gjore det mer "manuelt” ved delbrgksoppspalting.

(Sensorveiledning og forhdndssensurrapport sier ikke noe om hva som kreves her,
men vi skal jo bruke resultatene videre, og da md vi jo vite hva vi holder pd med).

1 A B
—:_+—
k(k+2) &k k+2

(k+nA+w>B=1

1 1
k=0gir A== og B=——
gir 5 og >
Da har vi:
1 1
1

5 5 11 1 .
——=%—-——%_—_| —— — | Som skulle vises.
k(k+2) &k k+2 2k k+2

b) Bruker fgrst resultatet i a) til & regne ut summen.

If1 1 I{1 1 ({1 1 I{1 1 I{1 1
So=—| === |+=| === |+=| === |+=| = —= |[+=| =—=
> 201 3) 2(2 4) 2\3 5) 2\4 6) 2\5 7
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
=—l-—4+=—4+—-—=+—-———+—=-—=
2 3 2 4 3 5 4 6 5 7
L U
2 2 6 7
Vi ser at dette stemmer med oppgaveteksten, men skal ogsa forsgke a begrunne

det.
(fortsetter pd neste side).
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d)

Nar vi har ; = l l - L , vil altsd hvert ledd rekka inneholde ett
k(k+2) 2k k+2

positivt og ett negativt ledd inni parentesene (sa lenge k>0). [ annethvert ledd i

rekka vil de negative leddene inni parentesene utlignes av et tilsvarende positivt

ledd to ledd lenger fremme i summen. Dette fgrer til at man til slutt sitter igjen

med de to positive leddene inni parentesene i de fgrste to leddene i summen, og

de negative leddene inni parentesene fra de siste to leddene i summen.

Vi har allerede de to fgrste leddene inni parentesene i summen, gjennom arbeidet
i forrige deloppgave.

1 1
De to siste leddene i rekka er og .
(n—l)(n+1) n(n+2)
. o _ I{ 1 1 I(1 1

Resultatet fra a) gjgr at vi skriver disse som — — og —| ——

2\n—-1 n+l 2\n n+2
Resonnementet i forrige deloppgave sier da at vi skal sitte igjen med de to

1 1
negative leddene fra parentesene, altsa — og — .

n+l1 n+2

. [ 11 1
Daharvis =— 1+=————

2 n+l n+2

], som skulle begrunnes.

1 1 1 1
k(k+2) K42k (k+1) K +2k+1

Vi ser at nevneren i uttrykket til hgyre er stgrre enn nevneren i uttrykket til
venstre, mens telleren er den samme i begge uttrykkene.

1 1 o |
k(k+2) > (k+ 1)2 ,somigjengirat s > = (k+1)

Som skulle forklares.

Da har vi at 5

2
n (n-kl)
Vi har gjennom denne oppgaven kommet frem til at rekka s konvergerer. Ndr

1
hvert ledd i rekka ? + - 4.4 — +--- har lavere verdi enn leddene i rekka s,
n

1
ma ogsa rekka ? + 3—2 +-- 4 ; +--- konvergere.
Som skulle begrunnes.




