Marius Nilsen Bergen Private Gymnas November 2021

Lasningsforslag eksamen R2 — Hgsten 2021

Del 1

Oppgave 1
a) f(x)= é-cos(2x) = f'(x)= é(—sin(Zx)) 2= —%sin(Zx)
b)

g(x)=sin’ (x2 + 2) = (sin(x2 + 2))2
sd

g'(x)= Z(Sin(x2 + 2)) : cos(x2 + 2) 2x =4x sin(x2 + 2)cos(x2 + 2)

Oppgave 2

a) _]isinx dx = [—cosx]l_tﬁz —COS(JZ')— (—COS(—ﬂJ)) = —(—1)+ (—1) =1-1=0

b)
X
dx
J‘x2—9
u=x2—9gir—u=2x,séidx=@
dx 2x
J zx dx = iﬂ: La’u=1J.la’u=lln|u|+C=lln‘x2—9‘+C
x°=9 u2x 2u 2 u 2 2
In2
0) Jx-ezxdx

0
Bestemmer fgrst det ubestemte integralet ved hjelp av delvis integrasjon.

Velger u'=e* og v=x.

1 1 1 1 1
'[x-ezx dx=—e* -x—.[—ezx ddx==xe** —=e* +C =—(2x—1)ez" +C
2 2 2 4 4

Fortsetter pd neste side
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Regner ut det bestemte integralet:
In2 1

J x-edx = Z[(2x — l)ez" ];nz

0

:i«zmz—gém%{zo—ne”)

=i«2m2—m4+q
—2n2—1+1

4
8ln2-4 1
T4 4
~8In2-3
4

Oppgave 3
2y-y'=cosx eren separabel differensiallikning.

dy
2y-——=C0SX
Y dx

2y dy =cosx dx
_[2y dyzj.cosx dx
y° +¢, =sin(x)+c,

y? =sin(x)+¢, —¢, (c —c :C)
y==x4/sin(x)+C

Initialbetingelsen forteller oss at vi ma bruke den positive generelle lgsningen.
Da har vi:

\sin(0)+C =2
Jo=2
C=4

sd

y =4/sin(x)+4
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Oppgave 4

) [g) dr=[f(0] =fM)-f(-1)=3-0=3

b) Siden grafen til fer synkende 1 < x <4, vet vi at den deriverte er negativ for alle
verdier av x i dette intervallet.

(Mens den er stgrre eller lik null i resten av definisjonsmengden).

b
Da vil Ig(x) dx bli minst muligndr a=1Ab=4

Oppgave 5

. T
f(x)=2sm(5x—7z')+l . D, =(0,10)
a)

f(x)=0

2sin(£x—n’]+1=0
2
1

sd
zx—7r=7—7[+k-27r % Ex—ﬂ:M+k-27r , keZ
2 6 2 6
£x=7—7[+77:+k-27l' Vv Zxzﬁ+7t+k-27r
2 6 2
e 2.
Multipliserer med — 1 alle ledd
T
x=%+2+4k Vv x=%+2+4k
7 6 12k 11 6 12k
X=—+—+— A\ X=—+—+—
3 3 3 3 3 3
13+12k 17+12k
= vV X =
3 3

X€ <0,10> gir da:
1 5 13 17 25 29

X=—VX=—ZVX=""T"VX=""T"VX=""T"VX=—

3 3 3 3 3 3
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b) Vi har et uttrykk pa formen Asin (cx + (p) +d

Amplituden er 2 og likevektslinja er y =1, sé alle bunnpunkter har y-koordinat
—1 og alle toppunkter har y-koordinat 3.

_ 2 21w
Periodener p=—=—=4.
c
2
_e_—T_, . - .
X, = Z = 7 = —2, som betyr at grafen krysser likevektslinja, og er stigende
2

nar x = —2 (hvis dette hadde veert innenfor definisjonsomradet).
Det gar videre en halv periode mellom hver gang grafen krysser likevektslinja.
Topp- og bunnpunktene ligger midt mellom disse skjaeringspunktene, i x-retning.

Skjaeringspunktene med likevektslinja, sammen med topp- og bunnpunktene, og
skisserer grafen til f:

4 f(x)

Skisse

Oppgave 6
a)
AB = [0—2,1—1,—2—0]

[-2,0,-2]

o]

b) ABXAC=[01-(-2)-L—(-2:1=(-2)(-5)).-2:1-0(-5) | =[ 2.12.-2]=2[ 1.6, 1]

AC=[-3-2,2-1,1-0]

Viserat ABX AC =2n,sa ABX AC || n, som skulle vises.




Marius Nilsen Bergen Private Gymnas November 2021

c) Bruker n ogpunktet A til a sette opp folgende likning for planet:
(x—2)+6(y—1)—(z—0)=0
xX—2+6y—6—z=0
x+6y—z=8

d) Zf:[zﬂ—z,zz+4—1,1+t—0]=[z,z2+3,t+1]

Nar ¢t =2, har vi ﬁ = [2,7,3].

Dette gir:
. (ABxAC)-AT‘ [2122][27.3] |p2+12.7-2:3 |4+84-6] 82 41
= 5 - 6 B 6 6 6 3
e)
(dBxac)-at|
6 )
2-14+12:(£ +3)-2(1+1) 26
6 E)

2t+12(t2+3)—2(1+t):52
2U+122 +36-2-2t=52

12¢ +34=52
12¢> =52-34
=18
12
G
2 2

J6

Volumet er 2—36 nart=+—
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Oppgave 7

(ln x)2 (ln x)3 N

S(x)=2+Inx+ +
2 4

o , Inx
a) Rekka konvergerer ndr —1 < k < 1. For denne rekka harvi k = 7

—1<ln—x<1
2

2<lnx<?2

el<x<e’

Konvergensomradet til rekka er e > < x < &

b)

2 4 4 4
1

_Ine 2-le 2-1
2

S(e) =

=N

c) Omvisetter k =3—x,vilviha —-1<k <1 nér 2<x<4.
Vi kan da sette opp folgende uendelige geometriske rekke:

1+(3—x)+(3—x)2+(3—x)3+---

Oppgave 8
I punktet Pharvi y'=—1. Setter dette inn i differensiallikningen.
|
X
|
_— y - 2
X
y=2x
Setter dette inn i likningen for tangenten.
2x=-x-6
3x=-6
x=-2

Dette gir y = 2(—2) =—4.

Punktet P har koordinater (-2, -4)
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Del 2
Oppgave 1
a)
v Regneark X T L
A FIKEEE A al Bl [
Al e Rl =
1| 2[ 402 [T[O[® XS Y =
_2 | 4] 251 Punktdiagram ¢ @ [
~ 3 6 167y gig12
4 | 8 286
5 | 10 310 /'/'/k_'\\
6 12 460 °00 =
7 1 14 3532 0 2 %6 8 P0 12 14 16 18 20 22 24 26 2¢
8 | 16 711 X: Al:A12
"9 | 18 827 Regresjonsmodell
10 | 20 908 Sin ¢ y=529.65+ 321.922 sin (0.238 z + 3.13)
I 22 789 Symbolsk utregning: x = y =
12 | 24 692
1" _5

b)

En trigonometrisk funksjon som passer godt med informasjonen i tabellen er:

g(x) =530 +322sin(0,24x +3,1)

Grafen til fbeskriver en harmonisk svingning. Da er veksten stgrst nar grafen
krysser likevektslinja og er stigende.
Tegner grafen til f sammen med likevektslinja y =820, og bestemmer det

aktuelle skjeeringspunktet ved hjelp av skjaering mellom to objekt.

1600 |f(x) Utgaende datatrafikk (GB per time)
1400 f(x) = 820 +510 sin(0.26 x +3.2), (0 <x < 24)
1200 |

1000

y = 820

800 *(11.86, 820)
600

400

200

Timer etter midnatt x

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24

| fglge modellen fgker utgdende datatrafikk raskest kl.11:52 (altsa litt fgr 12:00)

26
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c) Bruker kommandoen ” Integral( <Funksjon>, <Start>, <Slutt>)” og bestemmer
den totale mengden utgaende datatrafikk fra selskapet i Igpet av et dggn.

f(x) Utgaende datatrafikk (GB per time)
1400 f(x) = 820+ 510 sin(0.26 x +3.2), (0 <x < 24)

1200
1000
800
600
400

a=19683.12
200

Timer etter midnatt x

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26

Den totale mengden utgdende datatrafikk i lgpet av et dggn er 19683 GB.

Oppgave 2
a) Etter 0 uker (altsd i starten av perioden): 20 smittede (de 20 tilreisende)
Etter 1 uke er antall nye smittede 20- R

I uke 2 er antall nye smittede 20-R - R =20- R’
—

Antall nye
smittede
forste uken

I uke 3 er antall nye smittede 20-R*>-R=20-R’
%,—J

Antall nye
smittede
andre uken

I uke n er antall nye smittede 20-R""-R=20-R"
%,—/

Antall nye
smittede
iuke n-1

Nar vi summerer antall nye smittede for hver uke, vil summen fortelle hvor
mange som er syke, eller har veert syke, med covid 19 i lgpet av de n fgrste ukene
etter at de smittede tilreisende ankom byen.

Dette gir rekka 20+20-R+20-R* +---4+20- R", som skulle forklares.

b) Vi skal bestemme summen av de 9 fgrste leddene i rekka fra oppgave a)
(de 20 smittede som ankom byen + antall nye smittede i 8-ukersperioden).
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» CAS X
20%(1.7°-1)/(1.7-1)
1
1.7 -1
v P
20 1.7 -1

2 120(1.7°-1) /(1.7 -1)
~ 3359.654

Etter 8 uker vil det veere 3360 personer i byen som har, eller har hatt, covid 19.

c) Antall nye smittede fra og med uke 8 er gitt ved ei uendelig geometrisk rekke der
a, er antall nye smittede i uke 8 etter ankomsten til de 20 smittede.

a,=20-1,7° =1395,15~1395.

Nar vi legger summen av denne uendelige geometriske rekka til antallet som
hadde, eller hadde hatt, covid 19 etter 7 uker, skal ikke summen overstige

10 000.

" CAs X
20%(1.7%-1)/(1.7-1)+1395/(1-k)=10000

B .

0. B2 1395 h000

"17-1 T1-k

20(1.78-1) / (1.7 - 1) + 1395 / (1 - k) = 10000

Lo [ _ 3320248937
o ~ 4017748937

3 {k = 3320248937 / 4017748937}
NLos: {k =0.83}

Etter tiltakene iverksettes md R-tallet veere hgyst 0,83 for at antallet som har,
eller har hatt, covid 19 i byen ikke skal overstige 10 000.

Oppgave 3
a) Alternativ 1 - Grafisk i 3D-grafikkfeltet i GeoGebra:
Tegner kuleflaten og linja og finner skjeeringspunktene ved hjelp av skjaering

mellom to objekt.
» Algebrafelt X » Grafikkfelt 3D X
Kule
OK:(x+1)?+(y-3)2+(z-4)?*=25
Linje
®:X=(40,0)+XA(6,0,8)
Punkt
® A =(-3.4,00.8)
®B=(140,72)

Skjeeringspunktene er (-3,4,0,0,8) 0g (1,4,0, 7,2



Marius Nilsen Bergen Private Gymnas November 2021

b)

Alternativ 2 - lgsning "ved regning”:

Zl; = [6,0,8] = 2[3,0,4] S r = [3,0,4] er en retningsvektor for /.
Bruker punktet 4 og setter opp fglgende parameterfremstilling for £ :
x=3t-4
(:y=0
z=4¢
Dette gir at enhver vektor fra sentrum i kuleflata til et punkt pa 7, er gitt ved

i =[3t—4-(-1),0-3,4r—4]=[3t-3,-3,4r-4|.

Nar linja ¢ skjerer kuleflata, har vi |L_i| =35.

» CAS X
u:=Vektor((3t-3,-3,4t-4))

3t—3

1
- u = -3
4t—-4

abs(u)=5

e Lol 20
@s: =5t=5

Setter dette inn i parameterfremstillingen for £ :

1 3 17 4
5glrx 5 5/\y AZ z
t=2girx=2—4=z/\y=0/\z=ﬁ.
5 5 5 5
17 4 7 36
Skjeringspunktene er | ——,0,— | og | —,0,—
jeringsp oo LoX)

Den minste avstanden fra sentrum i kuleflaten til linja /, er et linjestykke fra
sentrum som star normalt pd /. (Dette er per definisjon avstanden fra Stil /).

Denne avstanden er gitt ved lengden av # nar u L 7.
» CAS X

r:=Vektor((3,0,4))

-

u:=Vektor((3t-3,-3,4t-4))

3t—3

2
- u = -3
4t—-4

o~

3 | ru=0
Los: {t=1}
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Det betyr at linja / tangerer kuleflaten nér radius er 3, mens den vil ligge utenfor

kuleflaten nar radius er mindre.

Den minste verdien av r som gj@r at det er skjeeringspunkt mellom kuleflata og

linja er 3.

Kommentar:

Oppgaveteksten krevde bruk av CAS, sd da er vi "tvunget” til det.

Her kunne vi imidlertid ha funnet lgsningen ganske greit ved hjelp av et
resonnement. Siden begge punktene A og B ligger i xz-planet, md ogsa linja ligge i
xz-planet. Da er korteste avstand fra S til linja, avstanden fra S til xz-planet, som er

gitt ved absoluttverdien til y-koordinaten til S.

Kort fortalt: Ndr linja ligger i xz-planet og S har y-koordinat -3, md (korteste)

avstand fra S til linja vaere 3.

Alternativ 1 - Bruker kommandoen ” Plan( <Punkt>, <Punkt>, <Punkt> )” i CAS:

Kaller skjeeringspunktene fra a) for P og Q.

» CAS

P:=(-17/5,0,4/5)

1
17 4

- P = ——.0. =
(-5 05)

Q:=(7/5,0,36/5)

7 36
o - = -,0, —

3 C:=(0,1,0
e |- C:=(0,1,0)

4 Plan(P, Q, C)
— —6.4x 1 25.6y + 4.8z =25.6

Alternativ 2 - Bruker samme metode som om jeg gjorde "for hand”, men med

hjelp av CAS:

» CAS
P:=(-17/5,0,4/5)

1
17 _ 4
—~P:=(-—",0,=

>

Q:=(7/5,0,36/5)

7 36
- Q:= <§’0’ ?)

C:=(0,1,0)
® - C:=(0,1,0)

w

Vektor(C,P)®Vektor(C, Q)

32

5
128
5
24
5
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d)

Kryssproduktet i linje 4 pa bildet over kan uttrykkes slik:
[ 32 128 24} 8

555

> >

= g[—4,16,3]

Dakanvisiat n= [—4,16,3] er en normalvektor for planet .

Bruker denne normalvektoren og punktet C til 4 bestemme en likning for planet.
~4(x—0)+16(y—1)+3(z-0)=0
—4x+16y—-16+3z=0
—-4x+16y+3z=16

o:—4x+16y+3z=16

Likningen for planet blir forskjellig i de to variantene her, men det er fordi jeg ikke
brukte kryssproduktet som normalvektor direkte, men heller en vektor som er
parallell med kryssproduktet. Multipliserer vi den "siste” likningen for planet med
8/5, far vi samme likning som i alternativ 1. Begge lgsninger er riktige.

Planet (¢ er utspent av to vektorer fra punktet C til to punkter pd linja .
Linja ¢ er den samme, uavhengig av radius i kuleflata, si da vil ogsa likningen for
planet vaere uavhengig av radius i kuleflata.

Oppgave 4

a)

b)

Tilfgrt mengde biodiesel er 1L per liter blanding tappet ut av tanken.
Mengden biodiesel per liter blanding i tanken er til enhver tid

B(x)

=0,0025- B(x), sa dette er ogsd mengden biodiesel som tappes ut for

hver liter blanding som tappes ut.
Endringen i mengde biodiesel i tanken vil til enhver tid veere differansen mellom
tilfart mengde og mengden som tappes ut.

Daharvi B'(x) =1-0,0025- B(x), som skulle forklares.

Lgser differensiallikningen i CAS.
Av praktiske hensyn bruker jeg y ogy’om B(x) og B'(x) nér jegjobber i CAS.
Siden mengden biodiesel i tanken er 0 liter nadr 0 liter er tappet ut, tar jeg med
initialbetingelsen y(0)=0.

» CAS X

1 | LesODE(y'=1-0.0025y, (0,0))
— y = —400 e 0 4 400

Bestemmer hvilken verdi x ma ha nar y skal vere 200.
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5> | 400 eA((-x) / 400) + 400=200
v —400 e 0 4 400 = 200

3 | -400 eA((-X) / 400) + 400 = 200
Los: {x =400 In(2)}

4 {x = 400In(2)}
~ {x =277.259}

Det ma tappes ut omtrent 277 liter blanding fra tanken fgr halvparten av den
vanlige dieselen skal vaere erstattet med biodiesel.

c) Laryveaere mengden biodiesel i tanken nar det er tappet ut x liter blanding.

For hver liter biodiesel som tilfgres, tappes det ut % liter biodiesel.

Vi far da fglgende differensiallikning: y'=1-— %

Lgser denne i CAS med initialbetingelsen y(0)=0.
» CAS X
LasODE(y'=1-y/V, (0,0))

1 X
<+ y=—-Ve V4+V

Bestemmer videre hvilken verdi x ma ha for at y skal veere —.

5 -V eA(=x) / V) + V=V/2
los: {x=V In(2)}

xidenne Igsningen i CAS, tilsvarer m i oppgaveteksten.

Viharaltsi m =1n2-V, som skulle vises.




