Marius Nilsen Bergen Private Gymnas Hgsten 2021

Lasningsforslag eksamen R1 — Hgsten 2021

Del 1

Oppgave 1

a) f(x)=lnx+x2+2:>f'(x)=l+2x
X

b) g(x)= (x2 + 2)7 =g'(x)= 7(x2 + 2)6 2x = 14)6()62 +2)6

Q) h(x)=3x-€" = h'(x)=3-€" +3x-2¢"" =3(2x+1)™

Oppgave 2
a
: 2x+2_2x+2 l x+1 2x+2_ 2x+2 l x_—i—l
x’-x x-1 x x2+x_x(x—l) (x+l)(x—l) X x(x+l)

_(2a+2)(x+1)  x(2x+2) N (x+1)(x-1) . (x+1)(x-1)
x(x—l)(x+1) x(x+1)(x—1) x(x+1) x—l) x(x+l)(x—1)
_2x2+4x+2—2x2—2x+x2—1+x2—1
N x(x+1)(x—1)
o 2x"+2x
_x(x+1)(x—1)
B 2x(x+l)
_x(x+1)(x—1)
2
x—1

b)

ln(4x)+3ln(§j+ln(2x2) = ln4+lnx+3(lnx—ln2)+ln2+lnx2

=In2*’+Inx+3Inx—-3In2+1n2+2Ilnx
=2In2+6Inx—-21In2

=6lnx
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Oppgave 3
a)
AC=[6-2,5-2]=[4,3] og BD=[2-6,6-1]=[-4,5]er
retningsvektorer for henholdsvis linja ¢ oglinja m.

Bruker punktene A og B som faste punkter, og setter opp fglgende
parameterfremstillinger:

x=2+4¢ x=6—4s
I og m:
y=2+3t y=1+35s

b) Setter parameterfremstillingene lik hverandre og far fglgende likningssett:

1. 24+4t=6-4s

II. 24+3t=1+5s
Likning I kan omformes:
4t=6—-2—-4s

t=1-s
Setter dette inn i likning II:

2+3(1—s)=1+5s

2+3-3s=1+35s
8s=4
1
§=—=
2
| -
Setter § = 5 inn i parameterfremstillingen for m :
1
x=6-4.—=6-2=4
2
I 2
y=1+5-—:—+§=z
2 2 2 2

¢ og m skjaerer hverandre 1 (4,%)

c) Regner ut skalarproduktet til retningsvektorene:

AB-BD=[4,3][-4,5]=4(-4)+3-5=-16+15=-120

Skalarproduktet er forskjellig fra null, sd linjene star ikke normalt pd hverandre.
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Oppgave 4

f)=—>

x*+4

Rektangelet ABCD har gunnlinje med lengde 2¢, mens hgyden er f(¢).
Det gir fglgende uttrykk for arealet:

5 10
'+4 +4
Bruker derivasjon til 4 bestemme det stgrste arealet rektangelet kan fa:
10(£ +4)=106-2t 1072 +40-202 107 +40 —10(¢-4)
(t2 + 4)2 (z2 + 4)2 (tz + 4)2 (tz + 4)2
A()=0gir# —4=(r+2)(t-2)=0

Skalha # >0, s& f =2 er det aktuelle nullpunktet til den deriverte av arealet.
Siden nevneren i uttrykket for den deriverte er positiv for alle x, ser vi naermere pa
fortegnet til telleren.

A(t) =2t

A't) =

—10¢* + 40 er funksjonsuttrykket til en parabel som vender hul side ned (”sur munn”).
Da vet vi at denne er positiv mellom nullpunktene. Det betyr at den deriverte gar fra a
veere positiv til 4 veere negativ i nullpunktet # =2.

t =2 gir altsa toppunkt pé grafen til A.

102 _20_5
2’+4 8 2

A2) =

5
Det storste arealet rektangelet kan ha er 5

Oppgave 5
a) x=10 gir Igl0’> =1g100=2

2
x=-10 gir Ig(-10)" =1g100 =2

Vi ser altsa at pastandene ikke er ekvivalente, men at det er implikasjon fra hgyre
mot venstre.

lgx=2<x=10

b) x*—2x= x(x - 2) har nullpunkter x =0 og x = 2. Siden grafen til uttrykket
er en parabel som vender hul side opp "smilemunn”, vet vi at verdien av
uttrykket er negativ mellom nullpunktene. Det betyr at x* —2x < 0 nir
X€e <O,2>. Dette intervallet inkluderer intervallet <O, 1>, s vi har implikasjon

fra hgyre mot venstre.

x2—2x<0<:xe<0,1>
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Oppgave 6

a)

b)

Vi plasserer fgrst én person, fgr vi fordeler de andre fem.

Disse fem kan nd plasseres pd 5!'=5-4-3-2-1=120 ulike méter.

Da har vi alle de ulike madtene vennene kan plassere seg i ringen, som altsa er 120
ulike mater.

Som skulle begrunnes.

Nar Audun og Siv holder hender, er det fire plasser igjen i ringen. Disse 4
plassene gir 4! =24 ulike kombinasjoner av resten av vennene. Audun og Siv
kan bytte plass, og fortsatt holde hender, og da er det 24 nye mulige
kombinasjoner der Audun og Siv holder hender.

P(Audun og Siv far holde hender) = il = 2 =0,4=40%
120 5

Hvis vi ser pa Audun og Siv som én enhet, er det 5 steder a plassere paret pa linja.
De to kan ogsa bytte plass med hverandre, sa det totalt sett blir 10 mulige
plasseringer av Siv og Audun, for hver av de 4! = 24 kombinasjonene av resten.
Totalt 24-10 =240 mater 3 stille opp vennegjengen nér Siv og Audun skal sta
ved siden av hverandre, av totalt 6! = 720 mulige kombinasjoner.

240 1

P(Audun og Siv stdr sammen pa bildet) =—==
720 3

Oppgave 7

a)

b)

£LBAC og ZBDC er periferivinkler som spenner over samme bue. Da mé disse
vinklene veere like store.

/ZBAC = ZBDC, som skulle forklares.

Har allerede vist at ZBAC = ZBDC . Nar da punktet E plasseres slik at
£LDCE = ZACB, har trekantene ADEC og AABC to vinkler som er parvis

like store. Da ma alle de tre vinklene veaere parvis like store i de to trekantene.
Davetviat ADEC og AABC er formlike, og at forholdet mellom samsvarende
sider er likt.

ED _DC

AB  AC
p=PC 45

AC
ED-AC = AB-DC

Som skulle vises.

£LDAC og LDBC er periferivinkler som spenner over samme bue. Da ma disse
vinklene veere like store.

LACD = £LBCD — ZACB og £BCE = ZBCD — ZDCE

Vi har allerede vist at ZDCE = ZACB, sd daméviogsdha LACD = ZBCE.
Da er to vinkler parvis like store i AACD og ABCE , slik at disse to trekantene
er formlike, og forholdet mellom samsvarende sider er likt.
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AC _ 4D
BC BE
BC

BE-AC=BC-AD

Som skulle vises.

d) Fraoppgavea)harviat ED-AC = AB-DC & AC =%.

Figur 2 forteller oss at BD = BE+ ED.
Da har vi:

AB-DC(

AC-BD = BE+ED)

_ AB-DC-BE

+AB-DC .
ED-AC=A4B-DC < ED = AZ?C}

_AB-DC-BE
~ AB-DC
AC

=BE-AC+ AB-DC
Vi har vist i oppgave ¢) at BE- AC = BC- AD,
ogvikandasiat AC-BD = AB-DC + BC - AD, som skulle vises.

+AB-DC

e) Bruker Ptolemaios’ setning pa figuren til hgyre i oppgaveteksten.
Den sykliske firkanten pa figuren er et rektangel, sa diagonalene er like lange.

AC-BD=AB-DC+ BC-AD
c.c=a-a+b-b
gir
a’+b’=c’
Har da bevist Pythagoras’ setning ved hjelp av Ptolemaios’ setning og figuren.
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Del 2

Oppgave 1
a) Bruker kommandoen
” Kurve( <Uttrykk>, <Uttrykk>, <Parametervariabel>, <Start>, <Slutt> )"
og tegner grafen til 7

y
2 - 1—t? ]
2
Y : Pl 0<e<o
2t
| ! TR+l )
\ \h X
-2 -1 0 2 3 4 5
_/
-1
b)
» CAS X » Grafikkfelt X
r(t):=Vektor((1-t?)/(t®+1), (t>+2t)/(t*+1)) y
1 —t24i1 4
- r(t) = (tt2-:_2t ) 3
1

—2t24-2t42
th 21241

2
v(t):=r'(t) ‘/
1
2 — v(t) = <_4.F+_2ttm)

g(t):=abs(v)

V2843242t 4+1

® - g(t) :=2-
g(t) 421241

4 Ekstremalpunkt(g)
~ {(0.25,2.28)} N

Definerer en funksjon g som absoluttverdien til fartsvektoren og finer
ekstremalpunkt i linje 4. (Ser av grafen at det er snakk om toppunkt).

Farten til partikkelen var stgrst nar ¢ = 0,25 sekunder.

c) Nar partikkelen beveger seg parallelt med x-aksen, er y-komponenten til
fatsvektoren lik 0.
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> CAS X
r(t):=Vektor((1-t?)/(t*+1), (t*+2t)/(t*+1))

1 =t
ﬂr(t):=<%iﬂ}>

v(t):=r'(t)
2 —4 e
- v(t) = ( —2t24-2t42
t1+2(2+1
(2 +2t+2)/ (t* + 2t + 1)=0

3|, —2t2+2t+2_0
th4 21241

(2 +2t+2)/t*+2t2+1)=0
4
{ —V5 +1 \/§+1}
Los t= it =

2 2

5 | {t=(-sqrt(5) +1) /2, t =(sqrt(5) + 1) / 2}
- {t=-0.62,t =1.62}

Tidspunktene der partikkelen beveger seg parallelt med x-aksen er oppgitt med
eksakte verdier i linje 4 pa bildet over, mens avrundede verdier presenteres i
linje 5.

Oppgave 2

a)

b)

Sannsynligheten for at kulen havner pa det grgnne feltet minst én gang pa 10
omganger, er det motsatte av at den aldri havner pa det grgnne feltet i Igpet av 10
omganger.

10
1- 36 =0,240=24,0%
37

Sannsynligheten for at kulen havner pd det grgnne feltet minst én gang pd 10

omganger er 24 %.

Bruker sannsynlighetskalkulatoren i GeoGebra. Vi har en binomisk

sannsynlighetsmodell der p = E

Justerer n til sannsynligheten passerer 50 % for minst ett treff pa grgnt felt.

/~ Binomisk fordelina <] /~  Binomisk fordeling 2]
n 25 p 0.027 n 26 p 0.027

1 H E 1 8 E

P( 1 <X) = 0.4955 P( 1 <X)= 0.5092

Vi ser at sannsynligheten passerer 50 % nar vi gar fra 25 til 26 spill.

Vi m3 spille minst 26 ganger dersom sannsynligheten skal veere mer enn 50 % for
at kulen havner pa grgnt felt minst én gang.



Marius Nilsen Bergen Private Gymnas Hgsten 2021

c) Dersom vi sier at vi har to mulige utfall, enten rgdt felt eller ikke rgdt felt, har vi

18
et binomisk forsgk. Sannsynligheten for "rgdt felt” er E i hvert delforsgk og

delforsgkene er uavhengige av hverandre.
Jeg kan da bruke sannsynlighetskalkulatoren til 4 vise at p = 0,151 for at kulen

havner pa rgdt felt i minst 7 av 10 spillomganger:

/~  Binomisk fordeling P
n 10 p 0.4865

1 B E
P( 7 < X) = 0.1506

p =0,151, som skulle vises.

Skulle jeg gjort dette for hdnd, kunne jeg ha regnet ut verdien av fglgende uttrykk:

SHEHE G HEHE G HEHE

d) Her har vi et binomisk forsgk der n =8 og p =0,151.

/ Binomisk fordeling g
n 8 p 0.151
1 H E
P( 3 <X=<3 ) = 0.085

Sannsynligheten for at ngyaktig 3 av de 8 vennene far rgdt tall minst 7 avde 10

omgangene er 8,5 %.

Oppgave 3

a) Avstanden mellom A og B er (120 — x)m, sé da blir prisen for denne delen av

gravingen (120 —x)m- 800% = (120 - x)-800kr = (96000 — 800x ) kr

Avstanden mellom B og D kan vi bestemme ved hjelp av Pythagoras’ setning, og
denne avstanden er v x” +20> m =+/x” +400 m. Da blir prisen for denne
delen av arbeidet v x* +400 m- 1500% =1500vx” +400 kr.

Totalprisen for arbeidet er da gitt ved summen av prisen for hver av de to delene.

Nar P(x) er prisen i kroner for hele arbeidet, har vi

P(x) = 9000 —800x + 15+ x> + 400, som skulle vises
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b) Tegner grafen til P for x € [0,120] og finner bunnpunktet ved hjelp av

kommandoen ” Ekstremalpunkt( <Funksjon>, <Start>, <Slutt> )”.

P(x) Pris for arbeidet (kr)

250000

200000 P (x) = 96000 — 800 x -+ 1500 v/x2 + 400, (0 < x < 120)

150000

(12.61, 121377.155)
100000

50000

Avstand fra C til B (m) x
-20 0 20 40 60 80 100 120 140 160 180

Terje bgr sette punkt B omtrent 13 meter fra D, for at prisen skal bli lavest mulig.
Da blir prisen omtrent 121 400 kroner.

Lar Q(x) veere totalprisen for arbeidet nir det utfgres av dette andre firmaet.
Setter prisen for a lage groft i terrenget til k kroner per meter.
Da har vi O(x) =1000(120 - x) + k- /400 +x° .

» CAS X
Q(x):=1000%(120-x)+k*sqrt(400+x?)

~ Q(x) := k v/x2 + 400 — 1000 x -+ 120000
Q'(10)=0
Los: {k — 1000 x/E}

3 {k = 1000sgrt(5)}
~ {k =2236.068}

Q"(10)
~ 0.036 k

4

Definerer Q og finner hvilken verdi k ma ha for at x = 10 skal vaere et nullpunkt
for den deriverte av Q. I linje 4 bekrefter jeg at dette nullpunktet til den deriverte
gir bunnpunkt pa grafen til Q, ved hjelp av andrederiverttesten.

(Vihar at k£ >0, s dama ogsa 0,036k > 0).

Det andre firmaet tar 2236 kroner per meter for d lage greft i terrenget
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Oppgave 4
a) f(x)=x3—2b-x2+(b2+3)x=x(x2—2b-x+b2+3)=x((x—b)2+3)

Dette gir videre:

S(x)=0
X x—b2+3 =0
(=0 +3)
x:Ov(x—b)2+3:O

2 2
Siden (x — b) 2> ( for alle x og alle b, ma (x — b) +3 >0 for alle x og alle b.

Det betyr at x =0 er eneste nullpunktet til f.

fhar kun ett nullpunkt, uavhengig av verdien av b. Som skulle forklares.

b) f'(x)=3x"—4b-x+b"+3
Nér likningen f'(x) =0 har to lgsninger, vil grafen til fha bade toppunkt og
bunnpunkt.

Dam3vi ha (—4[))2 —4. 3(1)2 + 3) > 0 (jf. abc-formelen)

» CAS X
(-4b)2-4*3*%(b%+3)>0

v/ (—4b)>—4.3 (b24+3) >0

2 (-4b)?*-43)(b*+3)>0
Los: {b< —3,b >3}

Grafen til / har bade topp- og bunnpunkt nir b < -3 og nar b >3

c)
» CAS X
f(x):=x3-2b*x2+(b%+3)*x
1
- f(x) := —2bx*+b2x+x*+3x
2 | 9(x):=3x

® - g(x) :=3x

3 f=9
Los: {x=b,x =0}

4 Tangent(b, f)
- y=3x

f(b)
- 3b
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Siden likningen til tangenten i punktet (b,f(b)) er y =3x, og dermed

uavhengig av b, kan vi konkludere med at grafen til ftangerer linja y = 3x,
uavhengig av hvilken verdi b har. Som skulle vises.

Tangeringspunktet er (b,3b) :



