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Eksamen R2 høsten 2010
Side 13 av 13

Løst av Svein Arneson

Eksamen R2, Høsten 2010 
Del 1

Tid: 2 timer
Hjelpemidler: Vanlige skrivesaker, passer, linjal med centimetermål og vinkelmåler er tillatt.
Oppgave 1 (16 poeng)
a) Deriver funksjonene

1) 
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Svar:
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2) 
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Svar:
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b) Bestem integralene

1) 
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Svar:

Vi substituerer 
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c)
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       der figuren nedenfor viser grafen til 
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Svar:
Integralet = forskjellen på arealet over og under x-aksen fra x = 0 til x = 3 
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c) Løs differensiallikningen:
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Svar:
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d) Gitt punktene 
[image: image15.wmf](
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1) Bestem 
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Svar:
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2) Bestem 
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Svar:
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3) Vis at 
[image: image21.wmf](
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Svar:
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Oppgave 2 (8 poeng)
[image: image23.emf]
Vi har funksjonen   
[image: image24.wmf](
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a) Bestem arealet 
[image: image25.wmf]1
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 avgrenset av grafen til  
[image: image26.wmf]f

, førsteaksen og linjen
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[image: image28.wmf]0

a

>

.

Svar:

Arealet er 
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Rektangelet på skissen ovenfor kan deles i to områder med arealene  
[image: image30.wmf]1
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 og  
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b) Vis at 
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Svar:


[image: image33.wmf]3
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Vi skal nå se på funksjonen  
[image: image34.wmf](
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, der 
[image: image35.wmf]n

 er et naturlig tall. Et tilsvarende rektangel som det ovenfor med funksjonen 
[image: image36.wmf]g

 kan også deles i to områder med arealene  
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 og  
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c) Forklar at  
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Svar:
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d) Bestem  
[image: image41.wmf]2
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Svar: På helt tilsvarende måte får vi forholdet
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Del 2
Tid: 3 timer
Hjelpemidler: Alle hjelpemidler er tillatt, med unntak av Internett og andre verktøy som tillater kommunikasjon.

Vi forkorter GeoGebra med GG i det følgende:

Oppgave 3 (14 poeng)
a) En rekke er gitt ved


[image: image43.wmf]13521
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Forklar at rekken er aritmetisk, og bruk dette til å vise at 
[image: image44.wmf]2
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Svar:

I denne rekken må vi legge til 2 for å komme fra et ledd til det neste. Rekken er aritmetisk med differens d = 2. a1 = 1 og an = a1 +(n-1)d = 1 +2(n -1) = 2n -1. Da blir
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b) Vi skal nå se på en annen rekke  
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1) Finn et uttrykk for 
[image: image47.wmf]S
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   Finn ved regning hvor mange ledd vi minst må ha med for at 
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Svar:


I denne rekka må vi multiplisere med 
[image: image49.wmf]1
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 for å komme fra et ledd til det neste. Rekka er geometrisk og konvergent siden kvotienten 
[image: image50.wmf]11
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Vi løser nå i GG:
[image: image113.png]



Vi må ta med minst 4 ledd

Vi lar nå antall ledd gå mot uendelig. Bestem rekkens sum dersom den finnes.

[image: image52.wmf] 
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c) Vi ser på en uendelig geometrisk rekke med variabel kvotient
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 EMBED Equation.DSMT4 [image: image55.wmf]
1) Bestem konvergensområdet til rekken. Finn et uttrykk for  
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Svar:

Når k = 
[image: image57.wmf]3

x

 får vi konvergensområdet ved å løse 
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Når -3 < x < 3 blir S = 
[image: image59.wmf]1133
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2) Løs likningene  
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Svar:
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Vi ser at S(x) = 4 har løsningen 
[image: image62.wmf]9
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 Men S(x) = -2 har ikke løsning i intervallet <-3,3>

d) Bevis formelen   
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  ved induksjon.
Svar:

Vi viser først at formelen er riktig for n = 1 Da er V.s. = 1 og H.s. = 
[image: image64.wmf]1(11)(12)23
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Vi antar nå at formelen er riktig for n og vil da vise at den er retning for n + 1, da må vi få
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 og det er H.s. vi må regne ut:
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 som vi skulle få.

Siden formelen er riktig for n = 1 er den nå riktig for n-verdien etter, n = 2 og da for n = 3 og endelig for n.

Oppgave 4 (12 poeng)

Du skal svare på enten alternativ I eller alternativ II. 
De to alternativene teller like mye ved vurderingen.

(Dersom besvarelsen din inneholder deler av begge alternativene, vil bare det du har skrevet på alternativ I, bli vurdert.)
Alternativ I

Den periodiske funksjonen 
[image: image67.wmf]f

 er gitt ved
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a) Tegn grafen til 
[image: image69.wmf]f

. Bestem perioden. 
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 Vi tegner i GG:

Vi ser at perioden er 2π
b) Finn nullpunktene til f ved regning.

Svar:

[image: image117.png]3UFN=4

Los:




Vi regner i GG og får:

Vi se at nulllpunktene er x = π, x = 2 π og x = 3 π

b) Vis ved regning at    
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Svar:
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Vi omformer litt og får
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Bruk 
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 til å bestemme topp- og bunnpunkter på grafen til 
[image: image73.wmf]f
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Svar:

[image: image119.png]T
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Vi sammenligner f( x ) og f’’( x ) og løser f ‘(x) = 0
Vi ser i linje 4 og av grafen, at f’(x) = 0 og skifter fortegn i punktene

[image: image120.png]7





f har toppunkt i (1.05, 2.6) og i ( 7.33, 2.6) og bunnpunkt i ( 5.24, -2.6) og i (11.52, -2.6)
Disse punktene er markrert på grafen til f.
I nullpunktene (π, 0) og (3 π, 0) skifter ikke f’(x) fortegn og disse punktene er terassepunkter

d) Finn 
[image: image74.wmf](
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 ved regning. Bruk  
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  til å bestemme eventuelle vendepunkter på grafen til  
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 i intervallet  
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Av linje 2 ovenfor ser vi at f’’(x) = - f(x). Disse to har samme nullpunkt, og dermed ser vi at f har et vendepunkt i (π , 0) i intervallet <0 , 2 π> Det er bare i dette punktet at f’’(x) = 0 og skifter fortegn når x vokser og passerer x-verdien som gjør f ‘’(x) = 0.

d.        Bestem ved regning arealet av det flatestykket som er avgrenset av grafen til 
[image: image78.wmf]f

, førsteaksen og linjene 
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Svar:

Vi ser av grafen at den i sin helhet ligger over x-aksen og da blir arealet integralet fra x = 0 til x = π
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Arealet er 4
Alternativ II
Vi har tegnet grafen til  
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og en tangent til denne i punktet 
[image: image82.wmf](
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Skjæringspunktene mellom tangenten og koordinataksene er 
[image: image83.wmf]A

 og 
[image: image84.wmf]B

. Se skissen til høyre.

a) [image: image122.png]Los(4800000 =
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Vis at likningen for tangenten er

[image: image85.wmf](
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Svar:
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Linje 2 viser ligningen for tangenten. For å regne i GG kaller vi y for t(x) i linje 3
b) Bestem koordinatene til punktene 
[image: image86.wmf]A

 og 
[image: image87.wmf]B

.

Vis at arealet av 
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Svar:
I linje 4 har vi x-verdien til A som da blir: 
[image: image90.wmf]cos
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Arealet av ∆OAB = 
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c) Forklar at arealet 
[image: image92.wmf]T

 av det fargelagte området på skissen til høyre kan skrives
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Svar:

Av figuren ser vi 
[image: image94.wmf] 
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d) Tegn grafen til 
[image: image96.wmf]T

 når  
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[image: image125.png]f(x)
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Svar:
Når vi skal tegne grafen i GG bytter vi ut a med x.
e)
Bestem 
[image: image98.wmf]min
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  med tilhørende verdi av 
[image: image99.wmf]a

.  Finn ut hva som skjer med arealet av det fargelagte
området når  
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Svar:
Når vi skal finne minste verdi for T bruker vi kommandoen ekstremalpunkt T, fra 0, til π/2 og da får vi plassert minimalpunktet på grafen og leser av 

Tmin(a) = 0.1222 når a = 0.8603 
Når vi skal la 
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 er det ingenting med funksjonsuttrykket som hindrer oss i å sette inn 
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Arealet av det fargelagte området går mot 
[image: image103.wmf]2
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Oppgave 5 (10 poeng)

I 2008 var innvandringen til Norge  1,4 %  av folketallet 
[image: image104.wmf]y

, mens utvandringen var 0,5 % av 
[image: image105.wmf]y

. Dette året ble det født 60 000, mens antall døde var 42 000.
Vi antar at disse dataene for befolkningsendringen holder seg konstant noen år. Vi lar innbyggertallet i Norge være 
[image: image106.wmf](
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, der  
[image: image107.wmf]t

 er antall år etter 1. januar 2009. Det vil si at 
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 er folketallet i begynnelsen av 2009,  
[image: image109.wmf](
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 er folketallet i begynnelsen av 2010, og så videre.

a) Forklar at befolkningsendringen kan beskrives ved differensiallikningen

                                                        
[image: image110.wmf]0,00918000
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Svar:

Endringen i folketallet er netto innvandring = 1.4% - 0.5% = 0.9 % = 0.009 av befolkningen, 0.009 y

pluss fødselsoverskuddet som er fødte – døde = 60 000 – 42 000 = 18 000.

Endringen y’ = 0.009 y + 18 000 som vi skulle vise.

b) Bestem folketallet det året befolkningen vokser med 72 000.
Svar: 


[image: image111.wmf]'0.0091800072000
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Folketallet da er 6 millioner

c) Finn den generelle løsningen av differensiallikningen ved regning.
Svar:
Vi bruker LøsODE i GG og får

[image: image127.png]n={ G- (5())-(5(7)) (5(5)

— {(1.05, 2.6), (5.24, -2.6), (7.33, 2.6), (11.52, -2.6)}





d) Folketallet i Norge 1. januar 2009 var 4 800 000. Bestem konstanten i løsningen av differensiallikningen.
Svar:

[image: image128.png]Integral, 0, )
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Konstanten C = 6 800 000 og løsningen er altså: 
[image: image112.wmf]9
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e) Ifølge modellen ovenfor, hvor lang tid vil det ta før innbyggertallet i Norge er 6 000 000?
Svar:

Vi løser ligningen y = 6 000 000


Det tar 18 år
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