Eksamen R2, Våren 2009
Del 1

Tid: 2 timer
Hjelpemidler: Vanlige skrivesaker, passer, linjal med centimetermål og vinkelmåler er tillatt.
Oppgave 1 
a) Deriver funksjonen
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Svar:
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b) Gitt funksjonen
[image: image3.wmf](

)

cos

fxxx

=×

.


1) Ligger grafen over eller under 
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Svar:
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 og grafen ligger under x-aksen.

2) Stiger eller synker grafen når 
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Svar:
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( Du kan få bruk for at 
[image: image9.wmf]sin0  og  cos1
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c) Bestem summen av den uendelige rekka 
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Svar:

Vi ser at rekka er geometrisk med kvotient k = 
[image: image11.wmf]1
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 som ligger mellom – 1 og 1 og da konvergerer rekka med sum
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d) Gitt punktene 
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1) Bestem en verdi for 
[image: image14.wmf]t

 slik at 
[image: image15.wmf].
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Svar:
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2) Undersøk om det finnes en verdi for 
[image: image17.wmf]t

 slik at 
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Svar:
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e) Løs differensiallikningen 
[image: image21.wmf](
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Svar:

Ligningen er separabel og vi løser den og setter inn betingelsen etterpå
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f) Bestem integralene
1) 
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Svar:  Vi delvis integrerer og setter u = x og v’ = sin(2x)
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2) 
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4

4

dx

x

-

ò


Svar: Her må vi delbrøkoppspalte før vi integrerer
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Oppgave 2 

Vi har gitt punktene 
[image: image27.wmf](
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a) Finn 
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Svar:


[image: image31.wmf][1,2,2], [0,1,2] og [3,1,3]
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Arealet er
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b) Bestem volumet av pyramiden 
[image: image33.wmf].

ABCD


Svar:

Volumet av pyramiden er 
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c) Finn likningen for planet 
[image: image35.wmf]a

 som går gjennom punktene 
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Svar:

Et punkt i α er P(x,y,z) og da er 
[image: image37.wmf][1,,]
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 en vektor i α og står vinkelrett på normalvektoren [2,2,-1]. Vi får ligningen for planet:
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Del 2
Tid: 3 timer
Hjelpemidler: Alle hjelpemidler er tillatt, med unntak av Internett og andre verktøy som tillater kommunikasjon.

Vi forkorter GeoGebra med GG
Oppgave 3 

I denne oppgaven skal vi lage en modell for temperaturen i vannet i et badekar. Badekaret er fylt med vann som til å begynne med har temperaturen 38
[image: image39.wmf]°

C.  Romtemperaturen er konstant lik 21
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Vi lar 
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a) Forklar hva 
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Svar:

Endringen i temperatur per time er 
[image: image45.wmf]'
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 og siden romtemperaturen er lavere enn vanntemperaturen må den synke og den momentane forandringen i temperaturen blir negativ, 

 y’(t) < 0

Vi antar at temperaturendringen per time er proporsjonal med differansen mellom vanntemperaturen 
[image: image46.wmf](
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 og romtemperaturen. Proporsjonalitetskonstanten er 
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b) Forklar at den differensiallikningen som beskriver denne problemstillingen, er
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Svar:

Differansen mellom vanntemperatur, y(t) og romtemperaturen 21 oC er y – 21 og når proporsjonalitetsfaktoren er k blir den momentane temperaturendringen per time y’ =k (y – 21) 
c) Forklar hvorfor 
[image: image49.wmf](
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Når eksperimentet starter, t = 0  er vanntemperaturen 38 grader celsius, altså y(0) = 38
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d) Etter 3 timer er vanntemperaturen 27
[image: image51.wmf]°

C. Bruk dette til å bestemme 
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.

Svar:

Vi setter inn i løsningen y(3) = 27 og løser mhp. k
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Proporsjonalitetsfaktoren er
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[image: image54.wmf] 
e) Bestem 
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Svar:
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Det er naturligvis slik at temperaturen i vannet blir lik temperaturen i rommet etter hvert som tiden går.

Oppgave 4 

Du skal svare på enten alternativ I eller alternativ II. 
De to alternativene teller like mye ved vurderingen.

(Dersom besvarelsen din inneholder deler av begge alternativene, vil bare det du har skrevet på alternativ I, bli vurdert.)

Alternativ I
Funksjonen 
[image: image58.wmf]f

 er gitt ved 
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a) Tegn grafen til 
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 når 
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Svar:

[image: image117.png]27=17eMk3) + 21







b) Grafen er en sinuskurve. Bruk grafen til å vise at vi tilnærmet kan lese av at 
[image: image62.wmf]f

 kan skrives på formen
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Svar:

Lar vi sinusfunksjonen ha formen a sin(k (x – ϕ)) + d ser vi at amplituden a = 1 , avstanden CD på figuren, siden likevektslinja d = 1. Videre ser vi at perioden p = π og da er 
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 . Til slutt har vi merket av faseforskyvningen AB = ϕ = 
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c) Bruk formelen for 
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 til å vise at uttrykket i b) stemmer med 
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Svar:
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d) Bestem ved regning koordinatene til eventuelle topp-, bunn- og vendepunkter på grafen til 
[image: image70.wmf]f

 når 
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Svar:

f(x) har en topp når 
[image: image72.wmf]7

sin(2)122 med k = 3

22222

xxkxk

ppppp

pp

-=Þ-=+Þ=+=

 
Toppunktet er 
[image: image73.wmf]7
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f(x) har en bunn når 
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Vi ser at f’’(x) skifter fortegn hver gang x vokser og passerer et av sine nullpunkter. Løsningen av f’’(x) = 0 viser at f har vendepunkt i intervallet vårt når k = 6 og k = 7, x-verdiene her er
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Alternativ II
I deler av denne oppgaven er det en fordel å bruke digitalt verktøy.

Gitt funksjonen 
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a) Skisser, eller ta en utskrift av, grafen til 
[image: image77.wmf]f

.

Svar:

[image: image119.png]



b) Finn nullpunktene, topp-, bunn- og vendepunktene på grafen til 
[image: image78.wmf]f

 når 
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Svar:

Vi har brukt CAS i GG til å finne nullpunktene for f(x) , f’(x) og f’’(x). Vi har også brukt GG til å regne ut koordinatene til punktene det er spørsmål etter. I figuren under har vi tegnet de tre grafene og der ser vi at det er nullpunkt, topp_, bunn_ og vendepunkt. Spesielt viser grafene at den deriverte skifter fortegn omkring ekstremalpunktene og likedan med den andre-deriverte.

Resultatene er:

Nullpunktene: A (2.82, 0) og B (1.25, 0)
Toppunktet: C (0.41, 18.32)

Bunnpunktet: D (1.98, -13.38)

Vendepunktene: E (1.15, 3.15) ogF (2.72, - 2.30)
Alle punktene er tegnet inn i figuren under
I figuren nedenfor ser vi hvordan vi fant nullpunktene til de tre funksjonene:
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Her har vi regnet ut koordinatene til punktene: nullpunktene, ekstremalpunktene og vendepunktene
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Her er de søkte punktene tegnet inn og her ser vi fortegnsskiftene som ble nevnt ovenfor.
Funksjonsuttrykket til 
[image: image80.wmf]f

 kan skrives på formen
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c) Finn konstantene 
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 og 
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Svar:

Vi kan skrive f(x) slik: 
[image: image84.wmf]0.20.2
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I CAS bytter vi ϕ med x og får:
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Vi får altså at K = 20 og ϕ = - 5.6397

Dette gir 
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Dette kan vi i sin helhet løse i GG ved å bruke 
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Dette gir: 
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som er samme funksjon som ovenfor.
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d) Bestem konstantene 
[image: image90.wmf]a

 og 
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.
Svar:

Differensialligningen er f’’(x) + a f’(x) + b f(x) = 0 .  I GG setter vi nå bare inn x-verdien til to punkter vi vet ligger på grafen til y. Vi har valgt vendepunktene. Så finner vi a og b ved å løse to ligninger med to ukjente: I GG blir dette

[image: image126.png]Trigombiner( <Uttrykk>, <Malfunksjon> )




Vi får altså 
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Oppgave 5 

Trekanttall kan illustreres som antall golfballer som danner en trekantfigur. Figuren nedenfor viser de tre første trekanttallene 
[image: image93.wmf]123
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 første trekanttallene.

a) Skriv opp de fem første trekanttallene 
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 og de fem første summene 
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Svar:

Trekanttallene øker med 1 i grunnlinja og antallet i høyden øker også med 1, men da blir trekanttallene summen av tallene i ei aritmetisk rekke. Vi får derfor:
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b) Forklar at 
[image: image103.wmf]123.
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Svar:

Vi har allerede forklart I a) at trekanttallene er sumen av tallene I ei aritmetisk rekke med a1=1 og d = 1 og da er an= 1 + 2 + 3 + 4 + …….+n =
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c) Bruk regresjon på de fem første summene 
[image: image106.wmf]12345
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 til å finne et tredjegradsuttrykk for 
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Svar:

Vi bruker parene (1,1), (2, 4), (3, 10), (4, 20) og (5, 35), altså (n, Sn) og får tabellen
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Lista med punkt

[image: image128.png]10
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Som gir tredjegradsfunksjonen

[image: image129.png]I1={A.B.C.D,E}
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Men dette er en tilnærming til funksjonen 
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som vi har faktorisert til 
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 idet vi bytter ut x med n, og dermed har vi vist regresjonen og tilnærmingen.

Resultatet ovenfor gjelder i prinsippet bare for de fem første summene 
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 Vi ønsker å undersøke om formelen gjelder for alle 
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- verdier. Da må vi gjennomføre et matematisk bevis.

d) Bruk induksjon til å bevise at formelen 
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Svar:

Vi kontrollerer formelen for n = 1 og får V.s.,  S1 = 1 og innsatt H.s. =  
[image: image113.wmf]1(11)(12)23
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 Formelen er riktig for n = 1.

Vi antar nå at formelen er riktig for n og skal vise at den da er riktig for n + 1. Vi må altså vise at 
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  Vi får
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 som er det svaret vi forventet. 
Vi har altså vist at formelen er riktig for n = 1 og for den neste n’en, n = 2 og da er den riktig for neste n og neste og neste, altså for alle n.

_1428387955.unknown

_1604847556.unknown

_1605022471.unknown

_1605384556.unknown

_1605454095.unknown

_1648725386.unknown

_1648741371.unknown

_1648898647.unknown

_1648902497.unknown

_1648895310.unknown

_1648741055.unknown

_1605540867.unknown

_1605542143.unknown

_1605543585.unknown

_1605543861.unknown

_1605541268.unknown

_1605460323.unknown

_1605385456.unknown

_1605385948.unknown

_1605385067.unknown

_1605032797.unknown

_1605374313.unknown

_1605374374.unknown

_1605368696.unknown

_1605022774.unknown

_1605032795.unknown

_1605022761.unknown

_1604921860.unknown

_1605020659.unknown

_1605020975.unknown

_1605021429.unknown

_1605020818.unknown

_1605007554.unknown

_1605007997.unknown

_1604922467.unknown

_1604848248.unknown

_1604851971.unknown

_1604856843.unknown

_1604851067.unknown

_1604847979.unknown

_1604848212.unknown

_1604847822.unknown

_1428388032.unknown

_1428388070.unknown

_1428388086.unknown

_1428388092.unknown

_1428388101.unknown

_1428388108.unknown

_1428388110.unknown

_1430026542.unknown

_1428388109.unknown

_1428388102.unknown

_1428388100.unknown

_1428388088.unknown

_1428388091.unknown

_1428388087.unknown

_1428388084.unknown

_1428388085.unknown

_1428388071.unknown

_1428388051.unknown

_1428388068.unknown

_1428388069.unknown

_1428388067.unknown

_1428388049.unknown

_1428388050.unknown

_1428388048.unknown

_1428387972.unknown

_1428388002.unknown

_1428388026.unknown

_1428388031.unknown

_1428388025.unknown

_1428387993.unknown

_1428388001.unknown

_1428387992.unknown

_1428387966.unknown

_1428387968.unknown

_1428387971.unknown

_1428387967.unknown

_1428387959.unknown

_1428387965.unknown

_1428387956.unknown

_1428387911.unknown

_1428387926.unknown

_1428387935.unknown

_1428387937.unknown

_1428387945.unknown

_1428387936.unknown

_1428387928.unknown

_1428387929.unknown

_1428387927.unknown

_1428387918.unknown

_1428387924.unknown

_1428387925.unknown

_1428387919.unknown

_1428387913.unknown

_1428387916.unknown

_1428387912.unknown

_1428387889.unknown

_1428387895.unknown

_1428387907.unknown

_1428387910.unknown

_1428387900.unknown

_1428387891.unknown

_1428387894.unknown

_1428387890.unknown

_1428387876.unknown

_1428387882.unknown

_1428387883.unknown

_1428387879.unknown

_1428387874.unknown

_1428387875.unknown

_1428387868.unknown

