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	Løst av Svein Arneson
Del 1 uten hjelpemidler
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Svar:
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Svar:
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Svar:

1)	 

	Vi får bruk for de deriverte:  

2)	Siden  

3)	Siden  
[image: ]
Svar:


Den uendelige geometriske rekka 9 + 0,9 + 0,09 + 0,009 + …… har en kvotient  som ligger mellom  -1 og + 1 og da konvergerer rekka mot  
[image: ]
Svar:
Her delbrøkoppspalter vi først:

 

 
[image: ]
Svar:

Vi kan skrive f som  
1)

Tangenten er  
2)

Vi tegnet en grov skisse og ser at arealet  

 
Vi lager en liten skisse av situasjonen v. h. a. GG

[image: ]
Det vesle arealet ABC er løsningen, ca 1.12
[image: ]
Svar:

 

Skalarproduktet gir da:  


[image: ]
Svar:
Skriver ligningen slik:

 
Nå kan vi skrive

  



[image: ]
Svar:
1)	a2 = a1 + 1 + 2 = 5,  a3 = 5 + 2 + 2 = 9,  a4 = 9 + 3 + 2 = 14,  a5 = 14 + 4 + 2 = 20



2)	Når vi skal bevise  starter vi med å vise at formelen er riktig når n = 1: Vi får    a1 =  som er riktig. Formelen er riktig når n = 1 .  Vi skal nå vise at den er riktig for n + 1 når vi antar at den er riktig for n. Dette betyr at vi må vise at  .   Vi bruker definisjonen på rekka:

 

Vi har vist at siden formelen er riktig for n = 1 så er den riktig for n = 2, 1 mer enn n = 1, men da er den også riktig for n = 3, n = 4 osv. altså for alle n, og den er riktig for n, altså  
Del 2 med hjelpemidler
Vi forkorter GeoGebra med GG
[image: ]
Svar:
a.
Grafen til funksjonen ser slik ut fra GG:
[image: ]
Vi lager nå et nytt ark i GG og regner med f uten å ta med definisjonsmengden, for da regner GG mye bedre:
Vi finner nullpunktene, som vi ser av grafen er x = 0 og x = π. GG gir
[image: ]
Altså x = 0 eller x = π som vi leste av på grafen.
b.
[image: ]


f’(x) = 0 når x = 0, x =  eller x = π. Vi kan da lage fortegnsskjema.

[image: ]
Av dette ser vi at nullpunktene er terrassepunkter for f’(x) er null, men skifter ikke 




fortegn. Siden sin( ) = 1 har grafen en topp i  fordi den deriverte = 0 når x =  og går over fra å være positiv til å bli negativ når x vokser og passerer  .
c.
Vi vet at den deriverte av et ubestemt integral er integranden. Vi bruker det og får 

 
d.
Vi ser at arealet blir:

 
[image: ]

[image: ]
Svar:
a.
Punktene og pyramiden blir:
[image: ]
Vi finner vektoren AB og deretter lengden

[image: ]Lengden av AB = 5
b.



Volumet V av tetraederet er V=  I GG har vi definert  

Vektorproduktet  blir da c = u x v = [20,15,12] som vi ser av klippet nedenfor. Da kan vi regne ut volumet V
[image: ]

Vi får da  
[image: ]
Volumet er 10   Dette  får vi bekreftet fordi GG skriver opp volumet av tetraederet når det blir tegnet :
[image: ]
c.

Vi regner ut de fire kvadratene i GG og bruker . I GG må vi kalle disse kvadratene f.eks. F1 , F2 osv.  Vi får da:



[image: ]
Her har GG sløyfet () om hele regneuttrykket og tallet 2 som viser at uttrykket er kvadrert er vanskelig å se, men det står der:

Her ser vi at F2 + F3 + F4 =  = F1 som vi skulle vise
c.
Vi bruker GG og finner α, planet gjennom A, B og C
[image: ]

d.
Vi bruker GG til å finne vinkelen mellom β: x + y – z = 5  og planet α:
Vi må først definere normalvektorene nα og nβ og deretter finne vinkelen mellom dem. 

 [image: ]
Vinkelen mellom plana er 61.39o
e.
Dette kan vi gjøre på flere måter:


-	Dividerer vi α med 60 får vi ligningen  Her ser vi at nevnerne er koordinaten til A, B og C som ikke er 0, og bytter vi C sin 5-er med t får vi  
-	Mer grundig kan vi finne ligningen for planet gjennom A, B og C (0, 0, t): Først finner vi normalvektoren: 

 
f.


Lar vi  ser vi at planet blir  som er ligningen for et plan gjennom AB parallelt med z-aksen. 

Dette er naturlig for når  rykker punktet C utover z-aksen og jo lenger C rykker utover jo mer parallelt blir dette planet til z-aksen. Parallelliteten er den uoppnåelige grensestillingen.

Ovenfor har vi forsøkt med en 3D skisse av pyramiden og de tre plana samt de to normalvektorene, men den ene er så lang at den går ut av figuren







[image: ]


Vi har ikke kopiert oppgaven fordi den var så lang og tok så mye plass:
Oppgave 4. Alternativ 1
Svar:
a.
Vi lar positiv retning være nedover.

Tyngden virker nedover og friksjonskrafta peker oppover, og hastigheten øker nedover , altså er akselerasjonen nedover. Newtons 2. lov sier  der a er akselerasjonen. Med betegnelsene i oppgaven får vi differensialligningen:

 
b.

Nå setter vi inn m = 80 (i kg) , g = 10 ( i m/s2) og k1 = 16 ( i  ), sløyfer enheter og får:

 

Vi skal nå vise at  er en løsning på differensialligningen. Vi gjør dette ved å sette inn på H.s. og viser at vi får 50 = V.s.

 
v(t) er en løsning fordi den passer i differensialligningen 
c.

Akselerasjonen er v’(t) =  

Hastigheten etter 4 sekunder er v(4) =  

Akselerasjonen etter 4 sekunder er v’(4) =  

Vi regner også ut farten etter 5 sekunder fordi vi får bruk for den senere v(5) =  
d.

Vi lar nå tida begynne å løpe idet fallskjermen åpner seg. Vi bruker samme N’s 2. lov, men nå er friksjonskrafta fra lufta på fallskjermen  

Differensialligningen blir  

e.
I GG løser vi nå denne og bruker initialbetingelsen at når tida er 0 er hastigheten 31.6 m/s. For at GG skal kunne løse en slik ligning må vi kalle hastigheten v for y og tida x. Nedenfor ser vi løsningen som vi har kalt f(x) i GG.
[image: ]

Vi har kontrollert i linje 3 at løsningen passer i diff.ligningen.

Løsningen er altså     
Vi har tegnet en skisse av grafen etter at skjermen ble løst ut.
Av skissen og regneuttrykket ser vi at hastigheten ganske snart går mot landingsfarten på 10 m/s som svarer til farten en når vannet med dersom en hopper / stuper fra 5-meteren i et stupetårn.
[image: ]

Her er grenseverdien for farten[image: ] som er kommentert tidligere.

[image: ]
Svar:
a 1)

Når -1 < x < 1 er 1 – x2 > 0 og y eksisterer. Vi deriverer y og får:  . Vi setter inn i diffligningen:


 altså er  en løsning.
[image: ]2)     Grafene kalles y1 når C = 1 og y-1 når C = -1, de blir halvsirkler med sentrum i origo og radius = 1

3)
Vi velger C = 2, 3 og – 4 og bruker samme notasjon som tidligere og ser at vi får halve ellipser :
[image: ]

Hadde vi tegnet både y-2 og y2 ville vi fått  2 halve ellipser som til sammen blir en med lille akse = 2  langs x-aksen og store akse = 4 langs y-aksen.
[image: ]
Svar b1)

Når er y reell og vi kan derivere og sette inn i diff.ligningen og vise at y er en løsning:

 

Altså er  en løsning av diff.ligningen
b2)
[image: ]

Her er som før, indeksene på y-ene lik verdien på C. Vi ser at grafene er halve hyperbler.
[image: ]
Svar c1)
Ved regning, kan tolkes som regn for hånd:
Først bemerker vi at vi kan delbrøkoppspalte 

 
Nå kan vi løse den separable diff. ligningen og den kan skrives:

 
I GG løses dette lett slik:
[image: ]

Dette stemmer perfekt til det vi fant for hånd.

c2)
Vi tegner grafen for 4 verdier av C, C = -2 , -1 , 1 og 2 
Vi får da:



[image: ]
Som før er indeksen til y lik verdien vi har valgt for C, og vi ser at grafene er hyperbler. Alle går gjennom (1, 0) fordi telleren i brøken i funksjonen = 0 når x = 1.
Funksjonene vi tegnet er listet opp her og fargen framfor y-en i lista svarer til fargen på grafen i figuren.
[image: ]
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b) Deriver funksjonen f(x)=3(e** +1)
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c) Gittfunksjonen  (x) :§x3 —4x2 +x+2

1) Ligger grafen over eller under x-aksen nar x =1?
2) Stiger eller synker grafen nar x =1?

3) @ker eller minker den momentane veksthastigheten nar
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Oppgave 4 - Alternativ Il

Vi har gitt differensiallikningen

a)
1) Visat y=CyI-x* eren lgsning nar xe<71, 1).

2) Skisser grafenetil y for C=1 og for C=

3) Velgandre verdier for C og skisser grafene til y. Kommenter.
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b)
1) Visat y=CyJx*-1 erenlosningnar x<(«,~1)u (1, ).

2) Velg ulike verdier for C og skisser grafene til y. Kommenter.
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)
1) Les differensiallikningen ved regning

=0 nér y(0)=C

2) Vel ulike verdier for C, ogtegn de tilharende grafene til y..
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d) Finn summen av den uendelige rekka: 9+0,9+0,09+0,009 +--
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) Funksjonen f(x)

2) Bestem arealet av det omradet som er avgrenset av grafen til f, tangenten
i(4,f(4)) oglinja x=2 .
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g Gittpunktene A(1,1,1), B(3,3,2) og C(2,1,2).Finn ZBAC.
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h) Los differensiallikningen y'+(cosx)-y=0 nar y(0)=4
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Oppgave 2

Gitt funksjonen  (x)=3(sinx)* der xe[

]

a) Tegn grafen il f, og finn nullpunktene til funksjonen.
b) Tegn fortegnslinja til f'(x) og bruk den til & finne eventuelle topp-, bunn- o terrassepunkter
pagrafentil f.

Detkan vises at [f(x)dx=a(cosx)’ +bcosx+c, der a, b og c er konstanter.

) Visat a=1 og b=-3.

d) Bruk c) til & bestemme arealet som er avgrenset av grafen til f og som ligger over
x-aksen.
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Oppgave 1

a) Deriver funksjonen  f(x)=2xcos(3x)
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Oppgave 3

I et koordinatsystem har vi punktene 0(0, 0, 0), A(3,0,0), B(0,4,0) og C(0,0,5).
a) Tegn punktene i et koordinatsystem. Finn avstanden fra A til B.

b) Finn ABx AC, og bruk svaret til & finne volumet av tetraederet OABC.

En arealsetning oppkalt etter Pytagoras sier at:
Fiiee =F oo+ Fisoo +Fioe
Her betyr F,s. arealet av trekanten ABC. Tilsvarende gielder for leddene pa hayre side.

©) Regn ut de fire arealene, og kontroller at arealsetningen stemmer i dette tilfellet.
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Planet @ gar giennom punktene A, B og C.

d) Bestem likningen til planet a .

Etannetplan  ergittved
B: x+y-z=5

€) Finn vinkelen mellom planene « og /1.

Vilar n& punktet C fa koordinatene (0,0, t). Viantarat t#0.

f) Forklar at likningen il planet a da kan skrives pa formen

) Finn likningen for det planet som & naermer seg til nar t —» . Hva kan du si om dette
planet?
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u = Vektor(A, B)
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a = Pyramide(0, A, B, C)
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