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Del 1

Oppgave 1
a)

f(x) =3sin(dx + 1) +x = f'(x) =12cos(dx + 1) + 1

g(z) =4sinz - cosz = ¢'(x) = 4(sinx)" - cosz + 4sinx - (cosx)’

4
4

(cos® z — sin® ) = 4 cos(2z)

Vi har brukt at cos(u 4 v) = cosucosv — sinusinv for a komme til siste svar.

Oppgave 2
a)

b) Bruker substitusjonsmetoden (variabelskifte):
La u = —22. Da er du = —2zdz, og

d
/4x~e‘x2d$:/4$-eu—2u:—2/e“du:—2e“+C’:—2e_I2+C
x e —
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c) Faktoriserer nevneren i brgken, og spalter brgken i to nye brgker med linesere nevnere
(delbrgkoppspalting):

4 4 A B
= p— . 1 R
22-2x—-3 (x+1)(z—3) x+1+x—3 ‘ (z+ 1)@ =3)

4=Ax—-3)+B(z+1)

r=3gr4=4B < B=1.
r=—-1lgrd=—-4A A=—-1.

Na er
4 1 |
2 dr= d
/:U2—2$—3 ’ /(9:+1+x—3> v

-3
:—lm|gu+1|—|—h(1]33—3|+C':1n:Ij '—{—C’
r+1

Oppgave 3
a) Vi har at differansen d = 4, og a; = 1. Videre er

ap=a1+(n—1)-d
an=1+(Mn—-1)-4

r
n—1 157 -1
n="1""41= +1=40
4
Summen blir
14157
si0= MM 4o = 20 40— 3160
b) Vi har at
ag — as - l{?3
1 1
— =1k ek=-
27 3
Den uendelige rekka konvergerer ettersom —1 < k < 1.
Vi finner at a; = 3 =9, og summen blir
aq 9 9 27
S = = 1 = 5 = —
L=k 1-3 3 2
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Oppgave 4
Punktet B har koordinater B(a,0), ettersom nullpunktet til f pa positiv x-akse er z = a.
Toppunktet har a-koordinat som tilfredsstiller f'(z) = —2z = 0, altsa x = 0. Sa D har

koordinater D(0, a?). Rektangelet har altsa bredde a og hgyde a?, som gir arealet a®.
Arealet av det fargelagte omradet er gitt ved

a 1 a 1 2
/ (a® — 2*)dr = {azx — —x?’] =a - Za> =248
0 3 1o 3 3

Altsa er arealet av det fargelagte omradet % av rektangelets areal. |

Oppgave 5
a)

Det holder a vise at koordinatene til hvert punkt tilfredsstiller likningen for planet.

Punkt A:
3—4-140+1=3-44+1=0
Punkt B:
3—4-244+1=3-84+4+1=0
Punkt C":
—1-4-14+44+1=—-1-44+4+1=0

Sa punktene A, B og C' ligger i planet a. [ |

b) Vektoren n, = [1,—4,1] er en normalvektor for planet «. Dette vil ogsa vaere en ret-

ningsvektor 7 for linja [, altsa 7= [1,—4,1]. Siden linja gar gjennom punktet A, far vi
parameterframstillingen

r=3+1
l:qy=1—4t
z=1
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c¢) Siden kuleflaten tangerer i A, tangerer den ogsa planet . Vi kaller sentrum til kuleflaten

for S(zg, Yo, z0). Vektoren S_1>4 vil veere parallell med n_;, og med 7. Punktet S vil altsé

ligge langs linja [, og vil derfor ha koordinater gitt ved parameterframstillingen i oppgave
b), altsa S(3 +¢,1 — 4¢,t). Det gir

SA = [—t,4t, ]

P

—

r = |SA| = V=07 + (@2 + (-0 = Vist

Likningen for kuleflaten blir
(x —20)® + (y —w0)* + (2 — 20)* = 1?
2
(€= (B+1))2+ (y— (1—4t)2 + (2 — )% = ( 18t>
(z=3—-1)+(y—1+4t)*+ (2 —t)* = 18t

d) Hvis punktet P ligger pa kuleflaten, ma koordinatene til P tilfredsstille kulelikningen:

(4—3—1)>+ (1 —1—4t)>+ (1 —1t)? =182
(1—1)%+ (—4t)° + (1 — t)* = 18¢*
1—2t+1* +16t> + 1 — 2t + t* = 18t

—4t+2=0
t—l
2
Dette gir
SGB4t,1—dtt) =S [~ 1,1
) ) - 27 72
Oppgave 6
a)
sin(2z) = 1
)
2x:g—|—/€-27r
x:%wm, keZ

k=0girz=7% ogk=1giraz=>2 (ingen andre k gir lgsninger i intervallet [0, 27])

Lgsningene er
T OT
L=<— —
(7
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b)
sin(7z) + V3 cos(rz) =0 |- !
cos(mx)
sin(mx) cos(mz) 0
cos(mz) cos(mx)
tan(rz) = —V/3
0
2
7T[E:—7T+k' TV 7TZL':5—7T+/€ T
3 3
2 5
= - = - Z
x 5 +k V =z 5 +k, ke
Lgsningene som ligger innenfor intervallet [0, 2] er
LY
33
Oppgave 7

Nar z > 0, er ¢y = 2x > 0. I retningsdiagram A har alle tangentene positiv stigning (v’ > 0) i
forste og fjerde kvadrant (dvs. der z > 0). Det betyr at retningsdiagram A hgrer til likning 3.

Hvis vi ser pa retningsdiagram B for en konstant z-verdi, ser vi at tangentene far lavere stig-
ningstall (i absoluttverdi) nar y gar mot null (dvs. nar vi neermer oss -aksen). I likning 2 vil /' ga
mot null nar y gar mot null (og x holdes konstant). Altsa hgrer retningsdiagram B til likning 2,

og retningsdiagram C til likning 1.

Oppgave 8
Steg 1. Fgrst ma vi vise at pastanden er sann for n = 1:
Pastanden er da at

Pastanden er altsa sann for n = 1.

Steg 2. Sa ma vi vise at dersom pastanden er sann for n = k > 1, sa vil den ogsa veere sann
forn =k + 1:

Anta at pastanden er sann for n = k, dvs. anta at

344654964+ 3k)-(k+3)=k-k+1)-(k+5) |+BE+D)) (k+1+3)

3446-5+9-6+---+Bk) - (k+3)+B(k+1)-(k+1+3)
=k(k+1)(k+5) +3(k+1)(k+1+3)=(k+1)(k*+5k + 3k + 12) = (k + 1)(k* + 8k + 12)
=k+1D(k+2)(k+6)=(k+1)(k+1+1)(k+1+5)

Sa dersom pastanden er sann for n = k, vil den ogsa vere sann for n = k + 1.
Pastanden er derfor sann for alle n € N, ved induksjon. [ |
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Oppgave 9
a) Alternativ I

y=k-Vy
hvor y > 0, siden y representerer en hgyde. Slik vi har skrevet likningen krever vi at

k < 0, ettersom hgyden skal avta (vannet lekker ut).
Alternativ 11

Yy =—k-\y
hvor y > 0, siden y representerer en hgyde. Slik vi har skrevet likningen krever vi at £ > 0
(som betyr at —k < 0), ettersom hgyden skal avta (vannet lekker ut).
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b) Alternativ I
Likningen Igses som en separabel differensiallikning:

v =kVy

Y édy:k;dt
/y%dy:/k’dt
Qy%:k:t—i-C

2
C
10 =—
0 2
C=20
U
1

Det andre kravet er at y = 81 nar ¢t = 2. Det gir

1
\/8_1:§k-2+10

9=Fk+10

k=-1

4
1
\/5:10—575
Tanken er tom nar y = 0, som gir

1
0=10— =t
2

t =20

Tanken er tom etter 20 timer.
Alternativ II
Samme fremgangsmate som over, men hvor vi far

1

Kravet om at y(2) = 81 gir k = 1, og lgsningen blir som over.
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Del 2

Oppgave 1

a) Jeg la inn dataene i et regneark i GeoGebra, og brukte regresjonsanalyse hvor jeg valgte
en sinusfunksjon som modell. Sa avgrenset jeg grafen til a ligge mellom 0 og 24 pa x-aksen:

» Grafikkfelt = X/|~ Regneark X
130 | h@yde over sjgkartnull (cm) fF KEEE=
A B
120 1 3102 [
f(x) = 60.28 + 51.42 sin(0.51 x + 0.62), ((0) < x < (24)) =N ol 26
e N 3 9 10
100 &, 4 12 8
5 15 109
sof 6 18 43
80 ° 7 21 20
8 23 57
70 g |

timer etter midnatt.| 19
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 | 20|

Vi ser av utklippet at en god modell som beskriver vannstanden i dette tidsrommet er
gitt ved

f(z) = 51,42 - sin(0, 51z + 0, 62) + 60, 28

b) Vi har et funksjonsuttrykk pa formen

f(x) = A-sin(cx + ¢) +d
Perioden T er gitt ved

¢ 0,501

~ 12,5

Perioden forteller at det tar omtrent 12,5 timer mellom hver gang vannstanden er like
hgyt over sjgkartnull og samtidig er pa vei enten opp eller ned (tidevann).

¢) y = d = 148 er bglgens likevektslinje, eller hgyden en rolig vannstand uten bglgeutslag
har over sjokartnull.

Tallet A = 130 er bglgens amplitude eller maksimale utslag over likevektslinja.
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d) Lgser likningen f’(z) = 50 i CAS:

fix) = Funksjon{1230*sin{0.501x - 0.532) + 148, 0, 24)
1
¢ 501 133\
] -+ f(x) := Dersuml El < x < 24,130 sml 1000 X — | —|—143 |
f(x)=580
2
6513 501 133
- Dersum(l] < x <24, 100 ms(ll]l]l] X — 25!])) = 50
) 52
Mlos: {x=2.45,x=12.21}

Vannstanden gker med 50 cm per time 2,45 timer og 12,21 timer etter midnatt.

Oppgave 2
a) Med punktene 0(0,0,0), P(2,4,—3) og Q(0,0,1) far vi at

OP — . PO =[-2,—4,4]

Hvis kulas sentrum er S og kulas radius er r, har vi at

I e e
2 2 2
og
1 1
0% =0P + PS=0P + 51@ = 24,23+ 5[-2, -4, 4 = [1,2,—1]
Sa kula har sentrum i S(1,2, —1). Det gir likningen

(=124 (y -2+ (z— (-1))* =3
-1+ @y—27+(z+1)7=9
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b) Punktet pa kuleflaten som ligger nsermest planet (og punktet som ligger lengst unna) ma
ligge pa linja [ som star normalt pa planet a og gar gjennom sentrum S(1,2, —1). Planet
a har normalvektor n, = [1, —1, 1], og siden linja gar i gjennom S, far vi at

r=1+1
l:qy=2—t
z=—1+1

Setter koordinatene fra parameterframstillingen inn i likningen for kula:
(I+t—12+02-t—2°+(-1+t+1)*=9
3t2=9
t=+v3

Avstanden mellom et punkt pa linja [ og planet « er gitt ved

1-(14+t)—1-2—t)+1-(=1+¢t)=7 [3t—=9] 3|t—3 —\/§|t—3|

b= V12 (—1)2 112 V3 V3

Det er verdien ¢t = /3 som gir den minste verdien for D(t). Sa den minste avstanden

mellom K og « er \/3‘\/3—3‘ :\/5(3—\/3) =33 -3.
Vi ser av likningen for £ at en normalvektor for planet ( er TT/; = [2, 1, t]. Viskriver liknin-

gen om til 2z + y + tz 4+ (1—3t) = 0, og bruker igjen avstandsformelen for punkt til plan:

2141248 (<) F1 -3t |54t
V21247 V5 + 12

d(t)

d) Planet [ tangerer kuleflaten K nar avstanden fra sentrum S til planet [ er lik kulas
radius. Altsa ma vi ha at

|5 —4t]
W= Vsve =
15— 4t) = 3V5 1 2

2
15— 4> = (3\/5 . t2)
25 — 40t + 16t* = 9(5 + t?)
7t — 40t — 20 =0

Andregradsformelen (abe-formelen) gir at

204615 v f— 20 — 6V15

t
7 7

Side 10 av 13



Matematikk R2 Varen 2019

Oppgave 3
1
a) Vi ser at hvert rektangel har bredde 1. Hvert rektangel har en hgyde gitt ved =k hvor
k er den z-verdien som ligger lengst til hgyre (endepunktet) innenfor for hvert intervall
(rektangel). Hvis Ay, er arealet av rektangel nummer k, er

1 1 1 1 1 1
Alzl'—:— AZZ]_?:?, ey Ak:lﬁzﬁ

Ettersom flk 1—12 dx representerer arealet under grafen fra x = 1 til x = k, er det klart fra

figuren at
L +1</k1d
—_— — PR —_— —"I:
22 32 k2= )y a?
|}
1 1 1 1 k1
b) La
1 1 1 1
Da er

1 —11* 1 .
S <14 ﬁdlejL — :2_E<2 (nark > 1)

S = lim S, < lim 2
k—o0 k—o0

S <2

c) Utregninger fra CAS:

Sumi1Ene, x 1, inf)

o ul
;Y
o7
x:lx

Altsa er S = %2.
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Oppgave 4

a) Likningen for sirkelen blir

Vi skriver om denne likningen:

Vi far altsa to funksjoner, f(z) = 5+ v4 — 22 og g(z) = 5 — V4 — 22, som beskriver

henholdsvis gvre og nedre halvdel av sirkelen.

b) Volumet av omdreininglegemet blir

V1—Vz2/27?-(f(x))de—/Qﬂ-(g(x))zdx

—2 -2

Integrasjonsgrensene er lgsningene av likningen
4—22=0

Utregninger fra CAS:

fx) =5+ sqni(d - x"2)

—

® + f(x) = vV—x24+4+5

ax) =5 - sqri(d - ¥2)

2
- glx) = —*.,.-"a—xl +445
W_1:=Integral{pi*f2, -2, 2)
3
60 w2 + 332
SV = T+ T
3
W_2 = Integral(pi*g"2, -2, 2)
4
Loy, e 00 n-33+332 ™

5 | v_1-v_2

-+ 40 ?

Volumet av omdreiningslegemet er 4072
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c¢) Utledningen er som i oppgave a, men na er funksjonene f og g gitt som

flx) =7+ /3= (z —2)?
o) =7 VT~ (7 2P

Integrasjonsgrensene er lgsningene av likningen

32 - )2
2

N
I
© o

T
T

~—

-2
-2
=5

8

Volumet av omdreiningslegemet blir

V1—Vz2/577-(f(x))de—/sﬂ-(g(x))zdx

-1

Utregninger fra CAS:

flx) =7 +sqnt(9 - (x-22)

—

@ - f(x) := V—x? A x+5 4T

gy =7 -sqrt(9 - (x-22)

+ g(x) i= =V —x24+4x45+7

3 V_1:=Integral(pi*f2, -1, 5)

5 Vy:=63x24+330

4 V_2 = Integral(pi*g"2, -1, 5)

+ Vy:= —63 72 +330

5 | V_1-v_2

-~ 126 w2

Volumet av omdreiningslegemet er 1267
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