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15.5.2| Kulen er grafen til

r(¢,0) = a(sin(¢) cos(0), sin(¢) sin(@),cos(¢p)), 0<¢p <m 0<6 < 2m.

Vi har
g—; = a (cos(¢) cos(8), cos(¢) sin(H), — sin(¢))
Z_; = a(—sin(¢) sin(0), sin(¢) cos(H), 0),
slik at
i j k
2 X @ = | acos(¢) cos(8) acos(¢)sin(f) —asin(¢p)
dp 06 —asin(¢) sin(8) asin(¢) cos(0) 0
= a?(sin(¢)? cos(0)i + sin(¢)? sin(8)j + cos(¢) sin(¢p)k).
Vi finner sa
as = |25« 2 agan
= % X % ¢

= a%/sin(¢)* cos(0)? + sin(¢p)* sin(0)? + cos(¢p)? sin(¢)? d¢p d6

= a? sin(¢)+/sin(¢)2(cos(8)? + sin(0)2) + cos(¢)? dp do
= a®sin(¢) d¢ dé.

15.5.4 | Merk at kulen har radius 2a og at likningen for sylinderen kan skrives som
x4+ (y—a)? =a?

slik at denne har radius a og har akse som er parallell med z-aksen og krysser xy-planeti (0, a).
Dette er illustrert i Figur[1] Fordi vi arbeider pa en kule er det nyttig & gé over til kulekoordinater.

Da blir kulen
R = 2a,

og sylinderen blir
R? sin(¢)? cos(8)? + R? sin(¢)? sin(0)? = 2aR sin(¢) sin(8),

eller
Rsin(¢p) = 2asin(6).

Innsiden av sylinderen oppfyller derfor ulikheten

Rsin(¢) < 2asin(0),
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Figur 1: Kulen og sylinderen i oppgave 15.5.4, med a = 1/2.

og spesielt er dette ekvivalent med
sin(¢) < sin(6)

pa kulen. Huvis vi ytterligere begrenser oss til den delen av kulen som ogsa ligger i fgrste oktant er
dette ekvivalent med ulikheten
¢ <6.

Pa grunn av symmetri ma arealet til den delen av kulen som ligger innenfor sylinderen vaere fire
ganger arealet til den som i tillegg ligger i fgrste oktant (se figuren). Det gnskede arealet blir na

/2 6
S = 4}; fo (2a)? sin(¢p) dop d@

/2
= 16a? f (1 —cos(8))do
0

= 8a?(mw — 2).

15.5.10| Grunnet symmetri er delene av arealet pa hver side av yz-planet like, sa vi kan ngye oss med
a beregne den delen av flaten som har positiv x-koordinat; se Figur[2} Kall denne delen S,,.. Sy
projisert ned pa yz-planet er disken D = {(0,y,2) : y? + z2 < a?}, og er grafen av x = Va? — z2
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for (y,z) € D. Vi bruker sa formelen for arealet av en graf:
72
fo dS=2ff 1402+ ———dydz
a?—z
Syt D

f a2
=2ffD mdydz
a a2
—4[ Vo /_ @z
= 8a?.

Figur 2: Situasjonen i oppgave 15.5.10 for a = 1. Oppgaven er a finne det grgnne arealet inni den bla
sylinderen.

15.5.14 | La E veere projeksjonen ned i xy-planet. E bestar av de (x, y, z) som ftilfredstiller

14+y>+/2(x2 +y2),

2
y—1

1>x?2+(—) .
<V2>

Vi bruker sa formelen for arealetelementet dS til en flate gitt av z = f(x, y) til 3 skrive integralet

som
2x? 2y?
fLde_fLy\]1+x2+y2 +x2+y2 dxdy—\/gﬂ;gydxdy.

eller
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Ved & gjgre variabelskiftet x = rcos6, (y — 1)/V2 = rsin6, dxdy = v2rdrd® ser vi at
integralet til hgyre kan skrives som

\/§ff ydxdy=\/§f1f2n(1+\/§rsin9)\/§rd9dr
E o Jo

1 2@ 1
=\/§j -f \/ErderzZn\/gj rdr = m/e.
o Jo 0

15.5.15 | Vi finner fgrst arealelementet. Siden z = x? beskriver Igsningene til likningen
G(x,y,z) =x*—2z=0

har vi

G
ds = dxdy

z

_ J(2x)2 -||-_012|+ (—1)2 dxdy

=1+ 4x%2dxdy.

Paraboloiden skjaerer flaten slik at skjeeringskurven har projeksjon

x2=1-3x2-y?

eller
4x?+y2 =1

i xy-planet. Likningen beskriver en ellipse. Vi ma derfor integrere over

{(6y):0<x<1/2,0<y<1-4x%}

siden vi befinner oss i fgrste oktant. Vi finner

1/2 ~N1-ax?
ffxzd5=f f x-x%-41+4x2dydx
s o Jo

1/2
=f %371 + 4x2y1 — 4x2 dx
0

1/2
f x3y1 — 16x*dx
0

1 1

— d
64 L Vudu
1

96’

der vi har brukt substitusjonen u = 1 — 16x*.

15.5.22 | Arealet av sfeere-segmentet er A = %4na2 = mwa?/2. Ved symmetrier ¥ = y = Z, s vi
trenger bare a finne M,_,. Siden sfaere-segmentet er grafen til funksjonen

f(x,y) =+a?—x?—y?, (x,y) €D,
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der D er den delen av disken gitt ved x? + y? < a? som ligger i fgrste kvadrant, bruker vi (nok en
gang) formelen for arealet til flatesegmenter dS av en graf:

MZ:O = J:[st
y2
ﬂ \] — + P dxdy

Mﬁ/ — drdy

7

Altsa er

X =

A
N
|
|

Vi beregner fluksen ut av tetraederets fire sideflater. For sideflaten som ftilfredstiller x = 0,
harviat N = (—1,0,0),0g F - N = —x = 0, sa fluksen ut er 0. For sideflaten som tilfredstiller
z=0,harvi N = (0,0,—1),0g F - N = 0, sa fluksen ut er 0. For sideflaten som tilfredstiller
y =0, harvi N =(0,—-1,0),0g F- N = —z. Fluksen ut av denne siden blir dermed

6—3z 2
f f (—z)dxdz = f (—6z +3z%)dz=—-12 +8 = —4.
o Jo 0

For den skra sideflaten § som ikke ligger i noe koordinatplan, benytter vi oss av det faktum at
for en flate pd formen z = f(x,y), sa er det oppadrettede flate-elementet dS = NdS =

(_ﬂ oy )dxdy | vart tilfelle er f(x,y) =2 —x/3 — 2y/3 og

ox’ dy
6-2y
ffF-dSsz (x,Z,O)-<§,§,1>dxdy
S 0 Jo
3~y 2 1 2
—ff <x+3<2 3x 3y>>dxdy
62y 4
ff < + x—§y>dxdy

= fo < (6 —2y)+ —(6 2y)? — —y(6 2y)> dy
= 10.

Den totale fluksen ut av tetraederet er altsa 10 — 4 = 6. Merk: Denne oppgaven kan ogsa Igses
ved a bruke divergensteoremet. En observerer daat V- F = 1 og at volumet av tetraederet er 6,
sa integralet blir1 - 6 = 6.

15.6.6 | Flaten er gitt ved z = f(x,y) = x? — y?, s& det oppadrettede flate-elementet er

_ _(_9f of _
dS = NdS = (—a,—a—yJ) dxdy = (—2x,2y,1) dxdy.

La D veere disken i xy-planet gitt ved x2 + y? < a?. Fluksen opp gjennom flaten er
ff F-dS = ff (x,x,1) - (—2x,2y,1) dxdy
D

= f (—2x% + 2xy + 1) dxdy
D
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Integralet av det andre leddet er 0 grunnet symmetri, og integralet av det siste leddet er lik arealet
av D. Ved a skrive integralet av det fgrste leddet i polarkoordinater, far vi at

2w ra
ff (—2x2 +2xy + 1) dxdy = f f (—2r%cos?(0)) rdrd6 + 0 + ma?
D o Jo

ot r2m
= —7_[ cos?(0) d6 + ma?
0

aZ
=ma®(1-—).
na< 2)

15.6.12 | Her ma vi bruke den generelle formelen for flateelementet til en parametrisert flate. Flaten er
gitt ved
r(u,v) = (e*cos(v), e¥sin(v),u), 0<u<10<v<m

Det oppadrettede flateelementet er gitt ved

= (e cos(v), e%sin(v), 1) X (—e%*sin(v), e* cos(v),0) dudv

= (—e%cos(v), —e¥sin(v), e**) dudv.

Videre er
F(r(u,v)) = (ue“ sin(v), —ue* cos(v), ezu) .

Folgelig er fluksen

1 rm
ff F-dS= f f (—ue? sin(v) cos(v) + ue?*sin(v) cos(v) + e**) dvdu
o Jo

= fol J:T(e‘“‘)dvdu

= g(e‘L -1).

Review ex. 15.4 | Planet beskriver Igsningene til likningen

Gx,y,z)=x+y+z—-1=0,
slik at arealelementet blir

ds =

dxdy

z

= —————dxdy

=+3dxdy.

Vi ma na finne projeksjonen av flaten ned i xy-planet for a finne ut hva vi skal integrere over. (Det
kan veere til hjelp a lage en skisse her.) Setter vi z = 0 i likningen for planet finner vi

x+y=1,
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slik at projeksjonen ned i xy-planet er den rettvinklede trekanten begrenset av x- og y-aksen samt
linjeny =1 —xfor 0 < x < 1. Vi kan na regne ut integralet. Vi finner

ffs x}’ZdS=folfol_xxy(l—x_y)\@dydx
1 r1-x
=\/§Lf0 x((1=x)y—y*)dydx

- \/§le<(1 —x)%(l —x)? — %(1 —x)3> dx

1
=%L x(1—x)3dx
1 1
=ﬁj;(1—u)u3du
_L<1_l)
-~ 2v3\4 5
1

40V3’

der vi har brukt substitusjonenu =1 — x.



