DEL 2

Oppgave 1

a	Siden y er folketallet etter t år, er  endringen i folketall per år. 

	Fødselstallet fører til en økning i folketallet:		. 

	Dødstallet fører til en reduksjon av folketallet:	. 
	Innvandringen fører til en økning av folketallet:	44 000.
	
	Vekstfarten = økning per år – reduksjon per år

	

	Med folketall lik  5 200 000  ved inngangen til 2015, og med  t  lik antall år etter 2015, blir folketallet når  t = 0  lik  5 200 000. Vi får initalbetingelsen  y(0) = 5 200 000, og vi skriver:

	

b	Løser differensiallikningen med CAS i GeoGebra. Bruker kommandoen
	[image: ]
	og legger inn initialbetingelesen til sist:
	[image: ]
	
	Eksakt løsning (linje 1) og numerisk løsning (linje 2):
	[image: ]
c	Løser likningen  y = 7 000 000  med hensyn på  t  med kommandoen [image: ]
	[image: ]
	[image: ]
	Får at ifølge modellen vil folketallet vil passere  7 000 000  ca. 28,911 år etter inngangen til 2015, dvs. helt i slutten av november i år 2043.

	Finner vekstfarten i folketallet ved å løse likningen	y ꞌ = 0,003 ∙ y + 44000, med           y = 7 000 000:

	
	Får at når folketallet passerer 7 millioner, vokser folketallet med en hastighet på  65 000 innbyggere per år.


Oppgave 2
a	Tegnet grafen til  f  i GeoGebra:
	[image: ]



b	Løser oppgaven med CAS i GeoGebra:
	[image: ]
	
	Linje 1: 
	Definerer funksjonen  f (x).	
	Linje 2: 
	Løser likningen  f ꞌ(x) = 0 med kommandoen   
       [image: ]
	og finner ekstremalpunkter (evt. førstekoordinat til terrassepunkt) på grafen til  f.

	Får at  f ꞌ(x) = 0  når  .
	
	Linje 3 og 4: 

	Sjekker fortegnene på  . Får  - 4  på begge, altså negativt fortegn. 

	Dvs. at grafen til  f  er konkav og dermed har maksimalpunktene  .

	Linje 5 og 6:


	Regner ut    og finner maksimalverdiene, som begge er  .


	De eksakte koordinatene til toppunktene på grafen til  f  er  .

c	Bruker grafen fra oppgave a for å løse oppgaven.
	[image: ]
	Finner skjæringspunktene (punktene  A, B og C) mellom  x-aksen og grafen til  f  ved å 
	
	bruke kommandoen [image: ] to ganger (punktene A og C), og ved å bruke menyvalget «Skjæring mellom to objekt» [image: ] en gang (punkt 
	B). Får skjæringspunktene  (– 1, 0),  (0, 0)  og  (1, 0).

	Finner integralet av  f   fra  – 1  til  1  med kommandoen
	[image: ].
	Siden hele arealet avgrenset av grafen til  f  og  x-aksen  ligger over  x-aksen, er integralet det samme som arealet.

	Arealet avgrenset av grafen til  f  og  x-aksen er ca.  0,67.


d	Volumet av omdreiningslegemet er gitt ved

	.
	Finner volumet med CAS i GeoGebra. Funksjonen er allerede definert i oppgave b (linje 1 i utklippet). Bruker kommandoen [image: ]
	og finner volumet:
	[image: ]
	

	Volumet av omdreiningslegemet er  .  
	
	
	
	









Oppgave 3
α:	x – y – 3 = 0

β:	x + p ∙ z – 4 = 0,		p ϵ .

a	Punktet  (4, 1, 0):
	α:	x – y – 3 = 4 – 1 – 3 = 0
β:	x + p ∙ z – 4 = 4 + p ∙ 0 – 4 = 0
Punktet  (4, 1, 0)  ligger i begge planene  α  og  β.

b	Vinkelen mellom to plan er i intervallet  [0°, 90°]. Når vinkelen mellom normalvektorene til planene er i det samme intervallet  [0°, 90°], er vinkelen mellom normalvektorene lik vinkelen mellom planene. Vi kan altså bestemme  p  slik at vinkelen mellom normalvektorene til  α  og  β  blir 60°.
	Leser normalvektorene ut fra planlikningene:

	.


	













Løser likningen med CAS i GeoGebra med kommandoen  [image: ]
	[image: ]

	Vinkelen mellom  α  og  β  blir  60°  når 	p ϵ {– 1, 1}.

b	

	
	Bruker CAS i GeoGebra.
	
Definerer høyresiden av uttrykket som en funksjon  f (p)  i linje 1.

Løser likningen  f ꞌ(p) = 0  i linje 2med kommandoen  [image: ]. 
Får at p = 0 er en mulig maksimalverdi for  f. 
(Husk at  cos(0°) = 1  og at  cos(90°) = 0. Størst mulig cosinusverdi gir minst mulig vinkel..)



Sjekker at  p = 0  er et maksimalpunkt med dobbeltderiverttesten i linje 3. Får at  , altså negativ. Det vil si at grafen til  f  er konkav når  p = 0.   har sin største verdi og   har sin minste verdi for  p = 0.

Regner ut  f (0)  i linje 4. Får at den minste vinkelen mellom planene har cosinusverdien  .
Finner vinkelen i linje 5.

[image: ]
	
	Den minste vinkelen mellom planene  α  og  β  har vi når  p = 0. Da er vinkelen  45°.










d	Skjæringslinja  l  ligger i begge planene, og er dermed parallell med begge planene. Retningsvektorene til denne linja står da normalt på begge de to planenes normalvektorer. Vi kan dermed bruke kryssproduktet til planenes normalvektorer som retningsvektor    for linja. Vi bruker CAS i GeoGebra og finner kryssproduktet.
	[image: ]
	
	Definerer normalvektorene til planene  α  og  β  i linje 1 og 2. Finner kryssproduktet mellom disse i linje 3.

	Får at retningsvektoren til skjæringslinja  .
	Vi trenger også et punkt som ligger i begge planene. Vi vet fra oppgave a at punktet  (4, 1, 0)  ligger i begge planene  α  og  β. Punktet ligger dermed også på skjæringslinja  l  mellom begge planene. 

Med dette punktet, retningsvektoren    og parameteren  t, blir en parameterframstilling for skjøringslinja  l:

	



Oppgave 4


a	Summen av en geometrisk rekke er gitt ved	 , og summen av de  n  første leddene av en geometrisk rekke er gitt ved	.
[bookmark: _GoBack]	Med  S = 8,  S3 = 7  og   n = 3  får vi likningssettet:

	

b	Løser likningssettet med CAS i GeoGebra.
	Skriver likningene i linje 1 og linje 2. Løser likningssettet i linje 3 med kommandoen [image: ].
	[image: ]


	Vi får at kvotienten    og at det første leddet i rekken er  .
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