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F orord

V el møtt til en liten rundtur g jennom v erdenen a v matematisk e fotsp or. I denne b ok a sk al

jeg fortelle om h v ordan matematikk bruk es i teknologi, kunst og underholdende tank eeks-

p erimen ter. Jeg prø v er også å nevne na vnene på selv e meto dene og forklare h v a disse går

ut på. Vi vitensk apsmenn lik er å skriv e tørt, så jeg krev er en sv ak matematikkin teresse fra

deg i forhold til den mer p opulære p opulærvitensk ap en. Men det blir m y e tekst og bilder,

og v eldig knapt med tall og formler.

Jeg har ikk e v ært in teressert i matematikk så altfor lenge, men har funnet ut at den er

lettere an v endelig enn de �este tror. Den spiller en rolle i forblø�ende mange sammenhen-

ger i v årt mo derne samfunn. F orhåp en tligvis vil det jeg skriv er virk e inspirerende på �ere

n ysg jerrigp erer. Emnene som k an leses om her er bare ting jeg selv har hørt om og m uligens

regnet på, så dette er ikk e men t for å v ære den fulle historien.

Jeg hadde bare planlagt å b edriv e matematisk inspirasjon og traumatisering a v mine stu-

diek amerater helt til den 6. jan uar 2008. Da sa min far plutselig: �V et du h v a? Du sk al skriv e

en b ok. Den sk al handle om h v a man k an bruk e matte til.� �Ok�, sa jeg, og b egyn te å skriv e

ned hans eksempler og mine egne addisjoner i min lille notatb ok for b ok en, eller Bok
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den senere ble døpt til. V eldig sakte, men nesten sikk ert b egyn te sidene med tekst å ta form,

og ble til no e som jeg enda ikk e angrer på å ha b egyn t på. En b ok �kk jeg det ikk e til å bli,

men å dele erfaringene mine gratis er mer enn akseptab elt.

T akk til far for ideen, T om Lindstrøm for råd om matematikk jeg ikk e hadde p eiling på,

Ketil og Maria for kritikk, matematikk.net for å ville ha denne teksten og div erse ansatte

og studen ter på UiO for å v ære ansatte og studen ter på UiO.
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Innledning

La oss se på h v ordan en g jennomsnittlig p erson blir delvis motvillig in tro dusert til mate-

matikk en i v år tid. F ør man b egynner på sk olen lærer man å telle. Man får vite h v or mange

�ngre man har, h v or mange vin tre man hittil har o v erlevd og k anskje også h v or mange �iser

det er på gulv et i et rom. Når man b egynner på sk olen b egynner man å lære seg matema-

tikk, som det står på timeplanen. A ddisjon og subtraksjon er det man først k ommer b orti.

Meto dene er b edre kjen t i målgrupp ens terminologi som pluss og min us, og er no e vi alle

lærer en gang. Det er v eldig n yttig h vis du en dag sk al i butikk en og kjøp e melk og brø d og

lurer på h v a det hele vil k oste.

Uten å vite det har vi med dette lagt grunnlaget for å lære oss all m ulig algebra. Vi v et

at det �nnes et tall som heter n ull som ikk e endrer no e h vis vi legger det til et annet tall.

Vi v et også at �re pluss negativt �re er nettopp n ull. Dette er to a v de ti aksiomene som

er matematikk ens grunnsteiner. Sammen med en stor mølje med de�nisjoner og no en få

teoremer k an disse bruk es til å utlede all matematikk som er kjen t i dag.

Videre på barnesk olen lærer man å gange sammen tall og dele tall med h v erandre. Etter det

k an man angre på all tiden man brukte på å telle �isene på rektangulære gulv. P å ungdoms-

sk olen b egynner man så smått med det første hatob jektet for mange, nemlig likninger. Det

er ikk e lett å se h v ordan man sk al få bruk for x og y sammen med tallene sine. Mange får

ikk e forklart slik e ting for seg før lenge etterpå. x og y er selvfølgelig bare merk elapp er. Du

kunne også ha tegnet kv adrater og sirkler eller brukt fargek o der. Men to p ennestrøk g jør

ofte det hele m y e enklere.

Ho v edgrunnen til å bruk e likninger er at problemene v åre no en ganger k ommer til deg i feil

rekk efølge. �Hvilk et tall er slik at det dobb elte a v det pluss tre blir sju?� gir for eksemp el

likningen 2x + 3 = 7 . Vi får has på slik e problemer på en systematisk måte v ed å bruk e

algebra, som er regning med midlertidig ub estem te tall.

A v ting som ser skumle ut i v erden, er likninger og formler no e a v det aller v erste. Det er

v anlig å sm ugtitte på meto der man sk al lære seg om et halvt år og si �Dette k ommer jeg

aldri til å skjønne no e som helst a v�. Det er også v anlig å skrik e og riv e seg i håret. F rykten

for det ukjen te k an v ære stor, både i klasserommet og ellers. Men etter mange sk oletimer

skjønner man jammen no e a v det lik ev el. V ansk elig k an det v ære, men h vis man k aster seg

ut i det og er åp en for utfordringer, k an det gå m y e b edre enn man tro dde. Sym b olene ser

ikk e fullt så skumle ut lenger, og senere vil du lure på h v orfor du no en gang synes det v ar

v ansk elig.

Men man må henge med. Matematikk er det faget der man er aller mest ille ute h vis

plutselig en dag blir tvunget til å hopp e tre klasser fram. Har man ikk e bank et de elemen tære
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regnemeto dene inn i sk allen, må man lide for det senere. Jeg merk er fortsatt at sv akheter

jeg hadde for mange år siden forfølger meg i utregninger. Hv a som ikk e har v ært klart før

k an man lik ev el st yrk e seg på senere, og ting vil gå m y e greiere.

Matematikk er som en kuleis. I starten k an det virk e v eldig tørt og kjedelig, som en kjeks.

Når man blir eldre og lærer seg mer, k an man legge til mange n y e og mer a v anserte ting.

Disse k ommer i mange forskjellige farger og smak er, og det er k anskje no en man lik er b edre

enn andre. Det er som iskremkuler som henger sammen oppå kjeksen. Sammenhengen er en

viktig egensk ap med matematikk. Hvis du har lært deg ting innenfor ett felt, får du nesten

sikk ert bruk for den når du lærer deg ting fra et annet. Det k an for eksemp el v ære lettere å

løse likninger når man v et h v ordan man tegner grafer.

Men for å holde iskremen trenger vi kjeksen. Vi får ikk e smakt på stort uten å ha lært

den �lette� matten. I denne b ok a sk al jeg ikk e fortelle så m y e om kjeksen, og ikk e stort om

selv e iskremen heller, men om h v a denne, altså den a v anserte matematikk en, k an bruk es til.

Denne matematisk kuleisen tar forresten ikk e slutt når vi bruk er for m y e a v den, som v anlig

kuleis dessv erre g jør.
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Hv orfor matematikk?

I an tikk en fan tes det ikk e så mange fag å v elge mellom. Hvis man først v ar en smarting v ar det

v anlig å v ære eksp ert i mange forskjellige emner. Gamle Hellas hadde sine �losofer, som er det

mest kjen te eksemp elet på smartinger fra gamle dager. Filoso�, fra det gresk e ���o�o� ��� ,

b et yr rett og slett å elsk e kunnsk ap. Det hele startet som en klubb for n ysg jerrigp erer.

Etter h v ert som �losofene �kk tenk e o v er det som falt dem inn, fan t de ut m y e n yttig, og

forskjellige grener a v �loso�en ble til egne vitensk ap er. Ordet matematikk k ommer fra det

ordet � ����� (matematik ere elsk er gresk e b oksta v er (og paran teser)), som b et yr vitensk ap.

Flere �losofer, både i an tikk en og n y ere tid, har drev et med matematikk. De mest kjen te

a v dem er Pytagoras, som ungdomssk oleelev er er så glade i, Platon, som v ar en racer på

geometri og René Descartes, som oppfan t k o ordinatsystemet. Kineserne, arab erne, egypterne

og indianerkulturene i Sør-Amerik a er blan t de andre som v ar tidlig ute med matematikk.

Blan t dem v ar det mer fokus på matematikk ens an v endelser, mens grek erne helst bare ville

bruk e matematikk for å få no e å bryne ho dene sine på.

La oss ta for oss de to formene ren matematikk og an v endt matematikk. Mennesk ene som

er kjen t som b erøm te matematik ere har som regel drev et mest med den første a v dem. Ren

matematikk handler om å �nne sammenhenger mellom tall, geometrisk e former, funksjoner

og enk elte ting som i seg selv er så abstrakte at få mennesk er forstår dem. Sammenhengene

som �nnes vil alltid v ære sanne, og v esener fra en annen galakse vil k omme fram til det

samme resultatet som oss h vis vi b egge resonerer riktig. Dette er matematikk ens indre

skjønnhet.

V eldig ofte er det slik at matematik ere �nner slik e sammenhenger v ed at mange eksepler

følger et visst mønster, men ikk e klarer å b evise at mønsteret forek ommer i alle tilfeller.

Å b evise teoremer matematisk er an tak eligvis de største in tellektuelle utfordringene men-

nesk eheten tre�er på. Det k an krev e h undrevis a v år og mange klok e ho der for å få det

til. F ermats siste teorem er det mest kjen te eksemp elet her. Det b eskriv er en enk el klasse

likninger der alle størrelsene sk al v ære heltall. En slik likning, h v or k omma og desimaltall

er strengt forbudt, k alles en diofan tisk likning. Når likningen har løsninger og når den ikk e

har det, ble først b evist for no en få år siden, 350 år teoremets opprinnelse. Det krevde o v er

100 sider med delvis n yutviklede matematisk e meto der for å få has på det. F ermat tro dde

han visste b etingelsene for å løse likningen, og nø y aktig det han og de andre som undersøkte

problemet tro dde viste seg å v ære san t.

Det å virk elig b evise et teorem gir en univ ersell sannhet, forsvinningsn ummeret til en stor

b yrde og m uligheten til å bruk e teoremet i vitensk ap en uten dårlig sam vittighet. Et annet

historisk kjen t teorem som har v ært v ansk elig å b evise er at man bare vil trenge å bruk e

�re farger på de forskjellige landene på et k art h vis man ikk e vil at to land v ed siden a v

h v erandre sk al ha samme farge. Slik e ting løser man v ed hjelp a v top ologi.

T op ologi er en rar og abstrakt kule hø yt opp e på matematikk ens kuleis. Nø y aktig h v or

v ansk elig det er v et jeg ikk e, men man må v ære gansk e stø dig på algebraen sin. Mange

klassisk e hjernetrim-oppga v er k an løses med top ologi. Eksempler er mosaikkproblemer og

oppga v er der man sk al gå g jennom et nettv erk a v v eier uten å bruk e samme v eist ykk e �ere

ganger. T op ologi har også blitt brukt innen fysisk e teorier, som strengteori, den som mange

tror b eskriv er v erdenen v år på så grunnleggende niv å som det i det hele tatt går an.
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Her er et go dt top ologieksemp el som k an v ekk e n ysg jerrighet: Klipp ut en papirstrimmel a v

et v anlig ark. V ri den ene enden en halv gang rundt, og lim/stift/teip de to endene sammen.

Du har nå en Möbius-strimmel, et ob jekt med én side! T ror du meg ikk e, k an du prø v e å

fargelegge den ene siden a v strip en og se h v a som skjer. Hvis du klipp er g jennom strimlen

på langs midt på, får du to sammenhengende strimler som er skrudd en hel gang istedenfor

en halv. Hvis slik e strimler klipp es g jennom, får man strimler som er sammen�ltret med

merk elige kn uter. Det �nnes nok å eksp erimen tere med.

Hvis vi ikk e kunne bruk e matematikk en til no e mer enn grubling og k onstruksjon a v to-

p ologisk e morsomheter, hadde den bare forblitt en gren a v �loso�. Som regel har den blitt

utviklet fordi vi har hatt ting vi ville regne på, men ikk e klarte det med den tids matema-

tikk. Analysen ble for eksemp el utviklet fordi folk v ar n ysg jerrige på h v ordan kuler, epler

og steiner b ev eger seg. Analyse, eller k alkulus, er formen for matematikk som er aller mest

brukt i vitensk ap en. Den går ut på å �nne ut h v or bratte grafer er, h v or de når topp- og

bunnpunkter, og annet snadder.

Men det har også gått den andre v eien. Matematik ere har b edrev et matematikk for ma-

tematikk ens skyld, og den har blitt stående i matteb øk ene i h undre år. Iblan t blir det så

funnet situasjoner der v eldig snål og abstrakt matematikk får sitt bruksområde.

Et kjen t eksemp el er tallteorien, som handler om blan t annet prim tall, faktorisering og løs-

ninger a v diofan tisk e likninger, sånn som likningene F ermats siste teorem handler om. Jeg

v ar før o v erb evist om at dette ikk e har no en plass i andre vitensk ap er, men det viser seg

at faktorisering a v tall er et glimrende v erktø y til kryptogra�en. Når man sender informa-

sjon mellom datamaskiner vil no en k anskje snapp e opp h v a som blir sendt. T akk et v ære

kryptogra� er det det som blir sendt v eldig store tall som må faktoriseres for å få no e ut

a v det. Dette er ikk e um ulig, men vil ta temmelig lang tid selv med en sup erdatamaskin.

Mottak erdatamaskinen vil ha en såk alt nøkk el som g jør denne prosessen (dekryptering) m y e

rask ere.

Disiplinen an v endt matematikk sier med hele sitt rammev erk at matematikk ikk e bare er
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for matematik ere. Den er også for p ersoner med h vit frakk og reagensrør. Og enk elte andre.

Mange tror at matematikk bare k an bruk es til å regne på enkle ting, som an tall og målinger

i dagligliv et. No en tror også at man k an regne ut absolutt alt med matematikk. Begge

disse utsagnene er riv, rusk ende gale. Det eneste som k an sies er at alle målbare størrelser

i univ erset k an tilnærmes med matematikk. Så go dt som ingen ting k an vi få helt nø y aktig

kunnsk ap om. Alltid er det små forutsetninger som er gale eller meto der som er unø y aktige.

Det er lite trolig at vi no en sinne klarer å �nne en formel som b eskriv er et naturlig system

med en uendelig grad a v nø y aktighet. Hvis vi tar v åre meto der i bruk, er det lik ev el utrolig

h v or nærme vi k an k omme.

Vi v et om tren t h v or mange bakterier det er i kropp ene v åre, om tren t h v or langt det er til

midten a v galaksen v år og om tren t h v or solid et fundamen t må v ære for å holde et h us

stående. Når kreftsvulster sk al fjernes fra hjernen med en laser, stoler pasien ten også på at

b eregningene som er g jort er nø y aktige nok, slik at laseren tre�er riktig.

En ting vi ikk e k an regne på i det hele tatt er viljest yrte handlinger. Hvis du b er meg om

å regne ut sånn om tren t h v or mange gresstrå en ku vil spise i morgen, v et jeg ikk e h v or

jeg sk al b egynne. Jeg k an selvfølgelig bruk e k onsumstatistikk for kyr for å g jøre et gro vt

estimat, men da forsvinner litt a v p o enget. F ri vilje er en v eldig m ystisk ting som �losofer og

fysik ere har grublet på siden vi skjøn te at vi hadde den. Om vi no en gang klarer å forklare

den med fysisk e prosesser som grunnlag, vil bare tiden vise.

V erktø yskrinet for mange a v de mo derne vitensk ap ene er nettopp matematikk. P å bildet i

nærheten her vises et eksemp el på vitensk ap er som låner sto� fra h v erandre. Det k an v ære

bare små forklaringer på enk elte fakta, som at biologien k an forklare enk elte psyk ologisk e

fenomener v ed hjelp a v hormoner. I no en tilfeller er vitensk ap ene direkte a vhengige a v

h v erandre, som at fysikk en ikk e hadde eksistert uten matematikk. Der har vi en a v grunnene

til at denne b ok en handler mer om fysikk enn jeg opprinnelig hadde planlagt.
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Matematikk er ikk e bare for matematik ere, som sagt, men det er heller ikk e bare for viten-

sk apsmenn. P å alle niv åer k an det gi glede og n ytte til den n ysg jerrige tenk er. F or de som

ikk e får frysninger a v forrige setning følger no en eksempler på dette uto v er i b ok a.

8



Prosjektilbaner

Vi b egynner enk elt med litt kinematikk. A v og til har man lyst til å spark e eller skyte ting

langt a v gårde. Disse tingene k an v ære fotballer, golfballer, k anonkuler eller en elektronisk

dings man er sinna på. Men h v ordan k an man få et slik legeme til å gå så langt som m ulig

v ekk før det tre�er bakk en? Det k ommer selvfølgelig an på h v or sterk du er eller h v or m y e

krutt du bruk er, men også på h vilk en vink el i forhold til bakk en du sikter med. Jeg k aller

dette utskytningsvink elen. En go d utskytningsvink el vil g jøre at prosjektilet b ev eger seg

lenger med lik e stor kraft.

Den enkleste måten man k an tenk e seg for å �nne ut h vilk en utskytningsvink el som er den

b este er å prø v e seg fram. Det fungerer �n t, men man k an sløse m y e krutt og krefter. Dessuten

vil man ikk e forstå h v orfor akkurat denne vink elen er b est bare v ed prø ving og feiling. Hvis

man isteden kjeder seg i en sk oletime før fotballtreningen, k an man ta matematikk en til

bruk. Men først må man vite h v ordan ting pleier å b ev ege seg. Når ting fyk er b orto v er og

faller mot bakk en, følger de en parab elbane.

Hjernen må så arb eide med en sm ule vink elregning og en matematisk meto de som k alles

optimalisering. Med den k an man �nne vink elen som �optimaliserer� lengden, altså g jør den

størst m ulig. Hvis man skyter fra bakk en, som man stort sett g jør, er denne vink elen 45

grader. 90 grader, eller rett opp, er en v eldig dårlig idé h vis du ikk e vil at no e sk al tre�e

ho det ditt.

Når fysik ere regner med papir og bly an t, pleier de å jukse litt. De later som om luftmot-

standen ikk e �nnes, for eksemp el. Dette er en tilnærming som g jør formlene m y e enklere,

men resultatene litt unø y aktige. Det går an å løse formlene med luftmotstand også, men da

er det lurt å la en datamaskin g jøre arb eidet. Pussig nok sier datamaskinen min også 45

�
.

Luftmotstanden bremser opp legemet vi k aster, men den bremser lik e m y e i nedfarten, så

legemet får mer tid til å b ev ege seg etter det har nådd maksimal hø yde. Det er altså fortsatt

b est å k aste med en vink el på 45

�
.

No en ganger man ikk e vil at k anonkula sk al gå lengst m ulig, men heller akkurat fram til et

skip med pirat�agg. Da k an man bruk e parab elgrafen sin og �nne ut akkurat h vilk en vink el
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man sk al sikte med, som sjøulk er i gamle dager hadde egne ansatte for.

Det �nnes ingen regler uten unn tak, og her k an man k omme på mange og v eldig fan tasifulle.

Hvis du k aster med no e som er v eldig lett eller lite, som ei isop orkule, må du k aste litt mer

mot bakk en. Dette er fordi luftmotstanden da spiller en større rolle. Du må også sikte la v ere

h vis du står oppå en b ygning og sk al k aste ned på bakk en og så langt v ekk som m ulig.

Grunnen til dette er at t yngdekraften får go d tid til å ø delegge for farten kula har opp o v er,

men b orto v er går den jo uansett. Hvis du k aster lette ting, k an også vinden ø delegge for deg.

Så k ast heller tunge ting, men ikk e på no en. Og neste gang du sk al delta i en k onkurranse i

kulestøt, ta med deg en gradskiv e!
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Gra vitasjonskraften

Det at ting vi k aster faller mot bakk en er på grunn a v gra vitasjonskraften, eller t yngdekraf-

ten, som trekk er deg og m y e annet mot jorden. Alle ting trekk er faktisk på h v erandre. Du

trekk er på Sola, du trekk er på Merkur og de andre planetene, og de trekk er på deg med

samme kraft. Grunnen til at du får a v deg sk o ene og at du ikk e blir dekk et a v lø v h v er gang

du går ut døra er at gra vitasjonskraften er v eldig, v eldig sv ak. Det trengs store ting som

jorden for at man sk al merk e den.

Isaac Newton er mannen som opp daget gra vitasjonslo v en. Den sier at kraften blir sterk ere

jo større tingene som trekk er på h v erandre er, men den blir også sv ak ere jo lenger unna

h v erandre de er. Derfor blir du ikk e dratt mot Sola, selv om den v eier 332946 ganger så m y e

som Jorda.

Hv or sterk gra vitasjonskraften er har blitt forsøkt målt mange ganger. Måten de g jorde det

på i go de, gamle dager v ar å la ei kule henge i en tråd som en p endel, sette ei v eldig stor

kule v ed siden a v og måle h v or m y e denne trakk på den lille kula i forhold til h v a Jorda

g jorde. Dette krevde pinlig nø y aktige måleinstrumen ter, og tunga rett i m unnen under

vink elb eregningene. I mo derne tid har det blitt brukt liknende meto der, men med lasere og

mindre maskineri for å måle a vb ø yningen til kula. Slik e målinger k an v ære n yttige, for h vis

man både v et st yrk en a v gra vitasjonskraften og h v ordan banen som Jorda går rundt Sola

med ser ut, k an man �nne ut h v or m y e både Jorda og Sola v eier!

Selv k an vi g jøre en litt enklere måling. Vi k an måle akselerasjonen vi får når jorda trekk er

på oss. Den k alles t yngdeakselerasjonen, og er bare et fast tall så lenge vi b e�nner oss på

jordo v er�aten. Utst yret v årt blir Newtons lo v er for b ev egelse, et målebånd, en sprettball,

ei stopp eklokk e og helst en k alkulator. Det man må g jøre er å slipp e sprettballen og måle

tiden fra man slipp er til den tre�er bakk en. Det er tre tall vi er in teressert i her. Hø yden

ballen slipp es fra, tiden som måles og selvfølgelig t yngdeakselerasjonen. Det lønner seg å

måle tiden i sekunder og hø yden i meter.
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Gang hø yden ballen faller fra med 2. Så deler du på tiden to ganger. Du har nå utført et

eksp erimen t og regnet ut Jordens t yngdeakselerasjon! T allet sk al v ære om tren t 9,8, men

meto den v år er gansk e gro v. Hvis sv aret blir mellom 9 og 11 har du v ært �ink med stopp e-

klokk a. P å tross a v eksp erimen tets enk elhet har vi nå en størrelse vi k an bruk e til å �nne

ut mange andre ting.

Hvis man sn ur på likningen for akselerasjon a v legemer i fritt fall, k an man b eregne v ertik ale

a vstander. Hvis du står på en hø y b ygning med en sprettball og slipp er den ned mot bakk en,

trenger du bare å måle tiden det tar før ballen tre�er bakk en for å �nne ut h v or hø y

b ygningen er. Da deler du 9,8 på 2 og ganger med tiden to ganger. Hvis f.eks. ballen bruk er

3 sekunder på å nå bakk en er b ygningen om tren t 44 meter hø y . Dette er enkle eksempler,

men de illustrerer prinsipp ene bak likninger v eldig go dt.

Det at masse ikk e har no e å si for h v or fort et legeme faller, ble opp daget først a v John

Philop on us om tren t 500 år før Kristus. Dette g jelder uansett h v or i univ erset du b e�nner

deg. Newtons lo v er er det viktigste for oss når vi sk al regne på ting som b ev eger seg. Med

dem k an man �nne ut nø y aktig h v or k ometbaner går, for eksemp el. Dette b yr på mange

sv ære in tegraler for de som har lyst på utfordringer.

Newtons andre lo v, som er den vi bruk er i praktisk e regninger, b ygger på forblø�ende lite

kunnsk ap. Vi trenger kun å vite at alle systemer har en tendens til å gå mot en tilstand a v

la v energi (å �slapp e a v�). Etter litt matematisk analyse og n y innsikt fra fysik ere 50 år etter

Newton, k an man så å si utlede hele rammev erk et til mek anikk g jennom Newtons lo v er og

liknende.

Kunnsk ap om gra vitasjon har ledet til �ere sensasjonelle opp dagelser i univ erset. P å 1800-

tallet merk et astronomer at Uran us hadde en bittelitt deformert bane i forhold til det den

skulle ha. I tillegg til tiltrekningen fra sola og de seks planetene innenfor, v ar det som om

no e trakk planeten litt uto v er også. Flere matematik ere satte seg ned og regnet o v er dette,

og fan t ut at banen stem te h vis det v ar en planet til utenfor Uran us. Astronomene prø vde å

se på nattehimmelen der h v or matematik erene fan t ut at planeten måtte v ære, og vips, så
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stirret de rett på den åttende planeten, Neptun.

I mo derne tid har fysisk e b eregninger g jort oss i stand til å opp dage adskillig mer skjulte ob-

jekter, som stjerner bak andre stjerner. Ifølge generell relativitetsteori blir også lys på virk et

a v gra vitasjon. Dermed k an lys uto v er fra en stjerne bli b ø yd a v en annen stjerne og tre�e

jorda selv om den ikk e skulle ha g jort det. Man k an se en ring rundt den nærmeste stjernen,

som sier no e om h v or lyssterk den bakre stjernen er og h v or langt unna den b e�nner seg.

Den nærmeste stjernen fungerer som en såk alt gra vitasjonslinse.
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Big Bang

P å 1920-tallet undersøkte den amerik ansk e astronomen Edwin Hubble galakser langt unna

v år egen galakse, Melk ev eien. Han så blan t annet på h vilk en farge lyset fra galaksene hadde.

Dette er viktigere enn det høres ut, for dette k an si no e om h vilk en fart galaksene har.

Lyset som utsendes fra en himmellegeme blir nemlig rø dere når tingen b ev eger seg fra oss,

og blåere når legemet b ev eger seg mot oss. Dette er på grunn a v at lys er b ølger, som k an

bli strukk et ut og trekt sammen. Hv or slakk e eller stramme b ølgene er a vg jør h vilk en farge

lyset har.

Hubble visste h vilk en farge lyset fra galaksene egen tlig skulle ha, takk et v ære tidligere

studier. Derfor kunne han regne seg fram til h v or m y e lyset som k ommer fram til oss er

strukk et ut eller trekt sammen. Han fan t ut at lyset fra de �este galakser er strukk et ut,

så galaksene b ev eger seg unna oss. F argen til lyset g jør det også m ulig å regne ut h v or

fort galakser b ev eger seg. Han brukte også en meto de som likner på de gamle grek erne sin

(neste k apittel) for å �nne ut h v or langt unna disse galaksene er. Mange a v måleresultatene

k om ikk e fra Hubble selv, men fra andre astronomer som tidligere hadde prø vd å �nne

sammenhenger mellom galaksenes fart og a vstand.

Det Hubble fan t ledet til en storslagen opp dagelse. Galaksene går rask ere b ort fra oss jo

lenger unna de er. Prø v da å tenk e tilbak e på h v ordan galaksene må ha v ært plassert før.

Iallfall må de ha v ært v eldig nærme h v erandre. Hubbles målinger viste faktisk at farten v ar

prop orsjonal med a vstanden. Det vil si at f.eks. galakser som er dobb elt så langt unna som

Andromeda-galaksen er går også dobb elt så raskt v ekk fra oss som denne.

Hubble foreslo at alt i univ erset først v ar pakk et sammen i en liten klump, og med en

kjemp eeksplosjon ble alt spredt uto v er. Dette er Big Bang-teorien, og er teorien som de

�este astronomer tror på i dag. Med målingene sine anslo Hubble alderen på univ erset til å

v ære et par milliarder år. Med v åre mer nø y aktige målinger tror vi i dag tallet er nærmere

14 milliarder. Men å kunne g jette så bra som Hubble g jorde er gull v erdt. Han k om med

forslag til sv ar på to grunnleggende �loso�sk e sp ørsmål, nemlig h v ordan univ erset ble sk apt

og h v or gammelt det er. Alt med et go dt telesk op og en liten dæsj matematikk.

I mo derne k osmologi sies det at materien ikk e v ar pakk et sammen, men faktisk ikk e fan tes

før selv e smellet. De �este er enige om at h v erk en tid eller rom fan tes, og at vi trenger en

n y teori for å b eskriv e univ erset rett etter det b egyn te å eksistere. Hv a som satte det hele
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i gang k an man også fundere på. Dette blir det fram tidens matematik ere sin jobb å �nne

sv ar på.
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Beregning a v a vstander

Har du no en gang lurt på h v ordan vi v et h v or langt unna sola og Månen er? Den viktigste

grunnen til at vi v et det er at no en lurte på h v or langt unna de v ar til å b egynne med. F ør

vi hadde telesk op er og satellitter b egyn te no en å klø seg i ho det og tenk e o v er h v ordan man

skulle �nne ut no e slikt. Grek erne og Bab ylonerne v ar no en a v de mest astronomiin teresserte

a v an tikk ens kulturer. De lette etter størrelser de kunne få bruk for, for eksemp el tiden på

dagen da sola står hø y est og h v or stor Jorda er.

Med geometri k an man �nne forholdet mellom a vstanden til Månen og a vstanden til sola.

V erdien som må måles er vink elen mellom Månen og Sola på himmelen når Månen er

nø y aktig halvv eis opplyst. Grek erne hadde på forhånd regnet ut a vstanden mellom Jorda

og Månen. Som bildet viser får vi da en rettvinklet trek an t h v or én lengde og én vink el er

kjen t. Det er en forutsetning for at vi k an regne ut alle andre lengder og vinkler i trek an ten,

som den lengden som represen terer a vstanden til Sola.

Størrelsen på Månen ble funnet v ed å studere måneformørk elser. Når jorden står midt mel-

lom sola og Månen får Månen en skygge på seg. Det viktige å legge merk e til er kurv aturen

til denne skyggen. V ed å sammenlikne h v or stor sirk el skyggen ville ha laget med h v or stor

sirk el Månen utg jør på himmelen, k an vi �nne et forhold mellom Jordas og Månens størrelse.

Når Månens størrelse v ar kjen t, v ar det å �nne a vstanden til Månen kun et trigonometrisk

problem. Grek erne målte vink elen måneskiv en utg jorde på himmelen, og sammen med Må-

nens radius g jorde den a vstanden utregn bar.

F ør dette ig jen v ar det nø dv endig å �nne ut h v or stor planeten vi står på er. Det v ar kjen t

at jorden v ar rund og at solen gikk i sirk elbane rundt den. Disse forutsetningene v ar iallfall

riktige nok til å få et go dt mål på jordens radius. En sp esi�kk dag og tid på året sto solen

direkte o v er Sy ene i Egypt. Sam tidig ble vink elen solen g jorde med en v ertik al linje rett

opp fra bakk en målt til å v ære 7

�
i Alexandria. Sy ene er nesten rett sør for Alexandria.

Derfor måtte de to b y ene v ære 7 breddegrader unna h v erandre på globusen. A vstanden

mellom Sy ene og Alexandria er 800 km, så Jordas omkrets v ære dette tallet m ultiplisert

med forholdet mellom 7

�
og 360

�
, siden det er 360

�
rundt hele jorda.

Dette gir et estimat på 41000 km. Jordens radius k an så regnes ut v ed å dele dette tallet på

2� . Når alt dette er målt og regnet ut, k an man altså �nne ut h v or langt det er herfra til

Sola. Med disse meto dene blir det ikk e helt nø y aktig, men vi får et go dt o v erslag. Mo derne
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meto der vil v ære basert på mer k ompliserte k onsepter. Det er altså ikk e bare bare å �nne

ut a v slik e storslagne ting, men det er jammen utrolig at det lar seg g jøre i det hele tatt.

Studier a v forholdet mellom sidene og vinklene i en trek an t k alles trigonometri, som jeg

nevn te. Det er en viktig gren i matematikk, og er kjært kn yttet til geometri, som opprinnelig

b et ydde �det å måle Jorda�. T rigonometri gir oppha v til sin us- og cosin us-funksjonene, som

jeg sk al fortelle litt om etter h v ert.

Målinger a v a vstander er litt lettere på jordo v er�aten. Si at du har lyst til å vite hø yden

på et tre eller no e annet hø yt, og ikk e har lyst til å klatre opp for å måle. Du k an da bruk e

prinsipp ene til formlik e trek an ter for å �nne ut a vstanden fra bakk en til topp en. Du trenger
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kun en liten sta v (f.eks. en bly an t) og et målebånd. Sta v en holder du ut så langt v ekk fra ø y et

ditt som m ulig. Gå imot eller ifra treet til sta v en og treet o v erlapp er h v erandre v ertik alt.

T opp en a v treet sk al v ære bak topp en a v sta v en, og bunnen a v treet sk al v ære bak bunnen

a v sta v en.

Det som må måles er a vstanden fra deg selv til treet, a vstanden fra ø y et ditt til sta v en og

lengden a v selv e sta v en. Gang sammen lengden a v sta v en med a vstanden fra deg til treet,

og del på a vstanden fra ø y et ditt til sta v en. Dermed v et du den om tren tlige hø yden a v treet,

h v a enn det skulle v ære go dt for.

En annen meto de er å bruk e skyggen a v treet eller b ygningen. Da må sta v en stå rett opp

fra bakk en på en solfylt dag. Gang sammen lengden a v sta v en din og lengden a v skyggen

som treet eller b ygningen k aster. Del på lengden a v skyggen som sta v en k aster, og vips,

så har du tallet du v ar n ysg jerrig på. Liknende meto der er brukt a v sp eidere, forsv aret og

tømmerhoggere. Om du sk al hogge ned et tre og lurer på om det k an tre�e h uset ditt, k an

dette v ære til hjelp. Bare ikk e stol altfor m y e på nø y aktigheten h vis du sk al hogge ned trær

nærme h uset ditt.
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Na vigasjon

Sk al man ut på en reise, en ten det er for opp dagelser, handel, misjon, plyndring eller ferier, er

det viktig å vite h v or man er og h v or man sk al. Om det er en k ort reise k an landemerk er v ære

nok til å kjenne seg ig jen, men om man er på tur jorden rundt krev es b edre midler. V eldig

tidlig b egyn te mennesk er å �nne ut a v himmelretninger v ed hjelp a v sola og stjernene. Dette

krev er bare at man v et om tren t h vilk en tid det er (på dagen for sola, på året for stjernene).

Meto der som går ut på å na vigere etter ob jekter på himmelen har levd lenge. Nomader

brukte stjernene som både klokk e og k ompass lenge før år n ull. Det ble utviklet m y e nø y aktig

utst yr for dette formålet fra 1500- til 1700-tallet. Sekstan ten er en a v de mest inn viklede, og

v ed hjelp a v den k an du �nne ut akkurat h v or i v erden du er. Den bruk es til å måle vinkler

og v ar en uun v ærlig opp�nnelse for sjøreisende.

V et man vink elen mellom horison ten og sola når den står hø y est på himmelen, k an man

regne ut breddegraden sin, altså h v or man er mellom ekv ator og p olene. Til dette bruk es

tab ellv erdier for solhø yde på alle årets dager. Hvis man ikk e har slik e tab eller k an man bruk e

trigonometrisk e b eregninger på jordaksens helning og solas bane. Lengdegraden måles på

en liknende måte. Sekstan ten k an også legges på langs, så man får målt vink elen mellom for

eksemp el to fjelltopp er. Vink elen bruk er man ig jen i trigonometrien sin for å fastslå h v or

man b e�nner seg på mindre landsk apsk art.

K ompasset ble oppfunnet i Kina på 1200-tallet. Sammen med sekstan ten g jorde det sjørei-

ser k ortere og enklere for mange mennesk er. K ompassnålen er magnetisk og blir på virk et

a v jordens magnetfelt. Vi lærer at denne alltid p ek er mot nord, men ordet nord er ikk e

en t ydig. Aksen jorda spinner rundt b estemmer h v or nord og sør er på alle k artene vi tegner.

Geogra�sk e p oler, k alles disse. De magnetisk e p olene er et lite st ykk e unna.

Jordas magnetfelt er uregelmessig og forandrer seg sakte med tiden. Man k an ikk e en gang

v ære sikk er på at det p ek er mot de magnetisk e p olene! Derfor har det blitt pro dusert egne

sjøk art som b eskriv er jordas magnetfelt og h v or k ompassnålen vil p ek e ettersom h v or du

b e�nner deg. Litt k artgeometri senere er du på riktig kurs.

P å tale om k art, så er det ikk e helt problemfritt å lage et bra k art o v er jordklo den. Det

19



er fordi den er rund. V ed hjelp a v top ologi b eviste den t ysk e matematik eren Leonhard

Euler at man ikk e k an lage et to dimensjonalt k art o v er jorden h v or både retninger, lengder

og arealer er riktige. Man k an ikk e v elge alt det go de på en gang. Det har blitt utviklet

h undrevis a v k artt yp er basert på forskjellige pro jeksjoner. En pro jeksjon er et sett med

matematisk e formler som b estemmer h v or jordas k o ordinater sk al bli plassert på de �ate

k artene v åre. V anligvis har k artene v erk en riktige retninger, lengder eller arealer, men en

passelig mellom ting. Alt ettersom h v a man sk al bruk e det til.

T ek ologiutviklingen har gitt oss satellitter og elektronisk e instrumen ter. Med dette k ommer

m uligheten for satellittna vigasjon, som er ekstrem t pålitelig. Global P osisitoning System,

som er det mest kjen te systemet, g jør sjelden feil som er større enn en meter. Nøkk elen

til denne presisjonen er go de klokk er. GPS-mottak eren du har med deg på tur mottar

radiob ølger a v alle GPS-satellitter den får tak i. Den v et når dette signalet har blitt sendt,

og merk er seg nø y aktig når dette signalet k om fram til dem. Hvis det har nådd fram fra

minst tre satellitter, k an de bruk e disse tidene til å �nne ut h v or på klo den du må v ære.

Radiob ølger b ev eger seg med lysets hastighet, så med sendetidene k an man regne ut a v-

standene til de samme satellittene. GPS-mottak eren funderer så litt på h v or du, som er så

så langt unna h v er satellitt, k an b e�nne deg. De �nner to løsninger på sine likninger, en

på jordo v er�aten og en langt ute i rommet. Stort sett g jør den rett i å an ta at du b e�nner

deg på jordo v er�aten. F or å k alibrere seg prø v er satellittene også å måle p osisjonen til et

radiotårn som de v et h v or b e�nner seg.

Å måle tiden om b ord i en satellitt er ikk e bare bare. F or det første må man ha en v eldig

nø y aktig klokk e. Dessuten går tiden går saktere for satellitten enn for oss på Jorda når den

suser rundt der opp e i 14000 km i timen. Vi bruk er de mest nø y aktige klokk ene vi har,

som er atom ur. GPS-mottak erne man holder i hånden eller har på dash b ordet i bilen har

ikk e lik e nø y aktige klokk er, men stiller inn sine klokk er v ed hjelp a v signaler de mottar fra

satellittene.

Alb ert Einstein viste v erden at tidsforsink elsen for legemer i hø y fart k an regnes ut med et
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enk elt kv adratrotuttrykk. Han opp daget også at tiden går saktere jo sterk ere gra vitasjonsfelt

man er i. GPS-satellittene er et st ykk e unna Jorda, så de blir ikk e så tiltrukk et a v den som

oss på bakk en. Her må man bruk e tensorer for å regne ut h v or m y e man sk al rette på tiden,

og dette er en litt v erre regneø v else. T ensorer er et matematisk v erktø y som holder rede på

h v ordan størrelser sk al b ehandles når vi regner med snåle k o ordinater. Snåle k o ordinater

må vi bruk e i v årt eget univ ers, fordi rommet krummer seg på grunn a v gra vitasjon. Dette

er det ikk e stort �ere enn Einstein som har forstått orden tlig. T ensorer er også n yttige når

man f.eks. sk al �nne ut h v or stor b elastning det er på forskjellige deler a v b ygninger.
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Optik ermatte

Ov eralt rundt oss �nnes matematisk e funksjoner, eller kurv er. F otballer er kuleformede,

planetene går i ellipsebaner rundt sola og parab oler har formen som matematik ere k aller

parabler. Disse kurv ene har blan annet sp esielle re�eksjonsegensk ap er som k an v ære nokså

n yttige.

Hvis man deler en kule i to og lyser fra midten og inn med en lommelykt, så re�ekteres

alt lyset tilbak e til lykten. Hvis �aten inni er sp eilblank vil lykten bli nokså v arm. Dette er

ikk e så n yttig, men h vis man isteden står på innsiden a v en ellipse k an det bli in teressan t.

Ellipsen har to punkter der lys som går ut fra det ene ender opp v ed det andre, og om v endt.

Disse punktene k alles brennpunkter. Re�eksjonsegensk ap ene fungerer lik e bra for lyd. Norsk

T eknisk Museum i Oslo har to ellipsedeler plassert langt fra h v erandre som man k an bruk e

nærmest som en telefon på denne måten. Det er o v errask ende h v or go dt det fungerer!

Måten en parab el re�ekterer på er litt annerledes. Den tar alle stråler som k ommer inn fra

no e langt b orte og sender dem mot et brennpunkt midt oppi �sk åla�. Dette bruk es som kjen t

til å samle radiob ølger med TV-signaler, men også til å v arme mat med såk alte solgriller og å

lete etter sno dig stråling fra v erdensrommet med radiotelesk op er. Vi klarer å lage parab oler

fordi no en har regnet ut nø y aktig h v or bratte k an tene sk al v ære på alle steder. Matematik ere

(blan t andre Isaac Newton) fan t ut a v re�eksjonsegensk ap ene til parabler og andre kurv er

for mange h undre år siden.

My e a v v år kunnsk ap om univ erset har vi på grunn a v telesk op er, og da sp esielt rom tele-

sk op er som Hubble Space T elescop e, oppk alt etter astronomen. Rom telesk op er slipp er unna

atmosfæren på Jorda, som k an v ære v ansk elig å se no e g jennom. De har derfor tatt de

klareste bildene vi har a v fjerne galakser og stjernetåk er.

Men det v ar ikk e slik det v ar med Hubble i starten. F or å samle lys fra det store v erdensrom-
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met, trengte satellitten et digert sp eil med en sp esiell form som v ar gansk e nær parab elen.

P å grunn a v unø y aktige måleinstrumen ter ble denne litt mer kuleformet enn den skulle.

Hubble v ar rett og slett nærsyn t, og pro duserte tåk ete bilder. Heldigvis v ar det en måte å

reparere feilen på. Astronauter måtte ut i rommet for å mon tere en linse foran sp eilet. Lin-

sen måtte også ha nø y aktig riktig krumning for å g jøre jobb en sin orden tlig. Denne gangen

g jorde Hubble-teamet en grundigere jobb, og man kunne feire o v er de meget sk arp e og desto

mer fan tastisk e bildene, tatt a v et rom telesk op med briller.

Det er som kjen t også viktig å ha den riktige st yrk en på briller til oss mennesk er. Dette sørger

optik ere for med en formel som faktisk k alles linsemak erformelen. Den sier h v or fokuspunktet

til linser vil ligge h vis du v et krumningen til de to o v er�atene på glassplaten, eller h v ordan

krumningen må v ære h vis du v et h v or fokuspunktet ligger. Med et normalt syn eller riktige

briller sk al alt du ser fokuseres direkte på netthinnen din.

Størrelsen de som bruk er briller kjenner b est til er dioptertallet. Dette er n ull for �k orrekt�

syn, p ositivt for langsyn te og negativt for nærsyn te. Å kun regne ut dette er en enk el

sak. Hvis du er nærsyn t og rygger bak o v er fra et bilde på v eggen, vil dette etterh v ert bli

uklart. Mål a vstanden fra ø y et ditt til bildet akkurat når det b egynner å bli uklart. Dette

er fjernpunktet ditt, som jeg har lyst til å k alle A . Når denne måles i meter, er linsest yrk en

din � 1=A, eller � 2,0 h vis bildet blir uklart 0,50 meter unna.

Langsyn te må trykk e litt mer på k alkulatoren, men det samme prinsipp et holder. Gå mot

et bilde på v eggen, og stans når det b egynner å bli uklart. A vstanden fra ø y et ditt til bildet

er nærpunktet ditt, som vi k aller B . Jo nærmere du har lyst til å se ting klart med briller,

jo t ykk ere briller trenger du. Kall a vstanden til tingen du vil se klart for C . Dioptertallet

blir da 1=C � 1=B . Hvis nærpunktet ditt er 1 meter unna og du vil holde denne b ok en så

nærme som 25 cm unna mens du leser, trenger du briller med 1=(0; 25m) � 1=(1m) = + 3,0

diopter.

23



Hengende tråder

En dag så jeg ut a v vinduet og tenkte. Jeg lurte på h v orfor jeg ikk e visste funksjonsuttrykk et

til k abler som henger mellom telefonstolp er. Et funksjonsuttrykk er en formel som sier alt

om en kurv e fra start til slutt. Har man det, k an man regne ut alt som har med kurv ens

form å g jøre. Men ingen hadde altså lært meg h v a den nø y aktige formen til en hengende

tråd er, eller h v ordan jeg skulle �nne det ut.

F ortvilet o v er denne sk andalen a v uvitenhet b egyn te jeg å tenk e o v er måter å �nne ut dette

på. Det v ar forblø�ende lite jeg trengte å vite om k ablene selv, ingen ting man ikk e lærer

på et par fysikktimer om gra vitasjon. Matematikk en v ar det v erre med, men endelig �kk

jeg bruk for de såk alte linjein tegralene, som k an bruk es til å �nne lengden a v k ompliserte

kurv er.

Alle ting faller nedo v er. Nesten, iallfall. I k ab elens tilfelle vil hele dens lengde prø v e å nå

så langt ned mot bakk en som m ulig. Det in tre�er en lik ev ekt når g jennomsnittshø yden a v

hele k ab elen er minimal. Dette er tilstanden med la v est gra vitasjonsenergi, altså den h v or

k ab elen g jør minst m ulig sk ade på det som er under den h vis den faller ned. Og det må

�nnes en funksjon som b eskriv er k ab elen slik den ser ut i denne tilstanden.

Jeg undersøkte en del funksjonsuttrykk som likner på hengende k abler. En lo v ende k andidat

v ar parab elen, som jeg har nevn t før. F unksjonsuttrykk et ville blitt no e sån t som y = x2 � x .

Galileo Galilei, den italiensk e vitensk apsmannen, påsto d i sin tid at k abler nettopp v ar

parabler. Senere fan t man ut at dette ikk e er helt riktig. Men Galileo og jeg v ar ikk e helt

på jordet, for k ablene i hengebro er er gansk e riktig parabler. Disse må holde en enorm v ekt

som er jevn t fordelt o v er hele den horison tale lengden opp e, og ikk e bare sin egen.

Med linjein tegralene mine måtte jeg prø v e og feile, og teste funksjoner h v er for seg. Med den

samme k ab ellengden, men ulik e funksjoner, ble det no en små, men a vg jørende forskjeller i
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gra vitasjonsenergien. T ungvin t v ar det, men den eneste måten jeg kjen te. Senere lærte jeg

meg v ariasjonsregning. Det v ar et lik e stort fremskritt som det å gange sammen h v or mange

�iser der er langs v eggene i et rom isteden for å telle alle �isene h v er for seg.

V ariasjonsregning er i sitt ess når man sk al �nne slik e optimaliserte løsninger. Istedenfor å

prø v e å feile kunne jeg regne ut h v a k ablenes lik ev ektfunksjon måtte v ære på en systematisk

måte. F unksjonen jeg fan t hadde selv e bunnpunktet a v m ulig gra vitasjonsenergi. Å �nne

slik e ekstremalpunkter på denne måten er ikk e så m y e v ansk eligere enn å �nne bunn- og

toppunkter for v anlige funksjoner. Man må bare kunne trikse litt med di�erensiallikninger.

V ariasjonsregning k an også bruk es til å �nne formen på ting som har størst m ulig v olum

inni et sk all med minst m ulig o v er�ate, og å b evise at den k orteste v eien mellom to punkter

er en rett linje.

F ritt hengende k abler b eskriv es a v fuksjonen cosin us h yp erb olicus ( coshx ). Denne er en

del a v den h yp erb olsk e trigonometrien, som er sv ært viktig i mange vitensk ap er, og den har

dessuten har et fancy na vn. F ormen dens er litt mer slapp og U-formet enn parab elen sin. Om

man hadde klatret opp og laget en h vilk en som helst annen kurv e med hø ysp en tledninger,

hadde de med en gang bare falt tilbak e i cosin us h yp erb olicus-formen. Dessuten hadde ikk e

elektrisitetsv erk et likt det no e særlig. Etter å ha regnet meg fram til dette selv hadde jeg

funnet ut no e som alltid har v ært og alltid vil v ære san t, nemlig den eksakte formen på

hengende tråder. Neste k apittel er litt v ansk eligere å �nne ut a v på egen hånd.
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Det som b ygger opp v erden

Jeg sk al nå gå inn på den fysisk e teorien om bittesmå ting. Den k alles kv an temek anikk. Selv

om det er en a v de rareste teoriene som �nnes, er så å si alle fysik ere enig om at den er

sann. Den sier at ting som er så små som atomer, v erdens b yggesteiner, oppfører seg v eldig

merk elig. De eksisterer ikk e før no e dulter b orti dem og �nner ut at de er der, og no en

ganger k an de dukk e opp et helt annet sted uten at no e har forårsak et det. Men vi merk er

ikk e no e a v det i v år store v erden, så h vis du legger en skiv e med skink e på brø dskiv a og

ser v ekk, k an du v ære gansk e sikk er på at det fortsatt er skink e på den når du ser tilbak e.

Hvis du ikk e har k atter i h uset.

Utallige eksp erimen ter har vist at univ erset er rart på v eldig liten sk ala, men egen tlig er det

ikk e så rart. Tingene vi ser rundt oss tilhører en sp esi�k sk ala a v lengde, tid og sto�masse.

Sansene v åre k an ikk e oppfatte no e utenfor denne sk alaen. Vi k an derfor ikk e bruk e v år

h v erdagslogikk til å tenk e ut h v a vi forv en ter a v den v esle v erdenen blan t atomene. Det eneste

vi k an g jøre er å bruk e v åre rare mo deller til å regne ut ting vi k an måle i eksp erimen ter og

se om resultatene stemmer o v erens. Og de stemmer o v errask ende bra.

Alle partikler har en b ølgefunksjon. Det er en fordeling i rommet som ikk e nø dv endigvis er

b ølgeaktig. Den sier h v or stor sannsynligheten for at en partikk el er på et visst sted. En viktig

egensk ap som er inn bakt i teorien om b ølgefunksjoner er Heisen b ergs usikk erhetsprinsipp.

Den k alles også usk arphetsrelasjonen og h vilk et annet fancy na vn man måtte ønsk e å bruk e.

Prinsipp et sier at det er um ulig å vite farten og p osisjonen til en partikk el sam tidig. Hvis

farten er rimelig v elb estem t, er b ølgefunksjonen b ølgete, og h vis man v et h v or partikk elen

er ser den ut som en spik er.

Man k an ikk e ha en spik er som er b ølgete på tv ers. Så en ten farten eller p osisjonen til

partikk elen må v ære ub estem t, eller �usk arp�. Heisen b ergs prinsipp angir en nedre grense

for disse usikk erhetene. Det er fullt m ulig å regne ut disse usikk erhetene h vis vi v et h v ordan
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en partikk els b ølgefunksjon ser ut. Sak en er ikk e at det er vi mennesk er som er usikre på

størrelsene, men naturen er jammen ikk e helt sikk er selv. Mikro v erdenen er rett og slett

di�us.

A tomer b estår a v en kjerne og mange elektroner som fyk er rundt i en v oldsom fart. Bare

på grunn a v de matematisk e kra v ene til elektronenes b ølgefunksjoner v et vi at elektronene

ligger i �sk all� utenpå h v erandre, som sk allene i en løk. A vstanden fra disse banene er b estem t

a v usikk erhetsprinsipp et. F or å ha stabile baner må elektronene sn urre rask ere rundt kjernen

jo nærmere den de k ommer. Hvis det sn urrer litt rask ere enn det sk al, fyk er det a v sted, og

h vis det sn urrer litt tregere faller det inn mot kjernen.

I h ydrogen, det letteste atomet, �nnes det bare et elektron. F or å ha en stabil bane må det

på grunn a v fakta o v enfor ha en nokså v elb estem t fart, og dermed en b ølgete b ølgefunksjon.

Den får da en stor usikk erhet i sin p osisjon. Det er da en grense for h v or nærme kjernen det

k an v ære, for om den er helt inn til v et vi jo h v or den er, og dette er ifølge Heisen b erg et

direkte lo vbrudd. Den g jennomsnittlige baneradien til elektronet blir dermed b estem t til en
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minim umsv erdi, nemlig en million tedel a v t ykk elsen til et hårstrå. Så matematikk en unngår

at v erden k ollapser.

Hvis man regner litt mer, k an man også �nne ut at elektroner i to forskjellige atomer ofte

har lyst til å v ære i nærheten a v h v erandre. Dette er ikk e på grunn a v no en tiltrekningskraft,

men rett og slett �ere matematisk e kra v på deres b ølgefunksjoner. Det at atomer nærmer seg

h v erandre g jør at molekyler k an dannes. Og molekylene er jo det som b ygger opp mennesk er

og dyr og det meste annet på jorda. Så matematikk en holder også v erden sammen.

Etter 1900 har det ballet seg på med merk elige teorier om mikro v erdenen. En a v dem er

kv an tefeltteori, en slags videreføring a v kv an temek anikk en. Den bruk es til å regne på par-

tikk elreaksjoner, som h v a som skjer når to partikler kræsjer med h v erandre. F or å regne på

krefter mellom partikler trenger man blan t annet grupp eteori, som er en gren a v matema-

tikk en som bruk es til å studere symmetrier. Det an b efales ikk e til lesing på senga.
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K v an tastisk e opp�nnelser

K v an temek anikk en krev er m y e a v ansert regning. Mange luringer måtte til for å utvikle alle

formlene og prinsipp ene. Disse har gitt oss grunnlaget for å pro dusere kraftige mikrosk op er,

lasere, �atskjermer og atomreaktorer, og mer er i v en te.

Hvis man b estråler atomer med elektromagnetisk e b ølger, har de selv lyst til å sende ut

stråling med samme frekv ens. En laser (ligh t ampli�cation b y stim ulated emission of ra-

diation) fungerer v ed at atomer g jør akkurat dette. En gass a v atomer er fanget i et lite

rom med re�ekterende v egger. Vi lyser med no e som likner på en k amerablitz inn i rommet,

og dette lyset vil ha alle slags frekv enser. A tomene og rommet selv er bare tilpasset lys a v

en viss frekv ens, som er det eneste lyset som o v erlev er. Inni rommet vil det v ære tett a v

elektromagnetisk stråling a v riktig frekv ens, som stadig øk er i st yrk e.

Vi slipp er no e a v denne strålingen ut g jennom en a v de re�ekterende v eggene, men ikk e

for m y e, for da vil atomene slutte å v ære �stim ulerte�. Det er som å ta ren ter ut a v bank en

h v ert år slik at saldo en ikk e forandrer seg. Prinsipp ene høres v eldig rare ut, men de virk er.

Vi får da en t ynn og �n laserstråle der alt lyset svinger i fase. Bak dette ligger det detaljerte

balanselikninger og m y e regning på h v or sannsynlig det er at atomene vil sende ut stråling til

en viss tid. Lasere bruk es til å lese a v CD-er og D VD-er, å op erere ø yne og andre kroppsdeler,

å kutte metall og å måle a vstander og vinkler.

K v an tekjemi er studiet a v h v ordan molekyler oppfører seg og h v a de g jør med andre mo-

lekyler. Med datamaskiner k an man �nne ut m y e om sån t. Dette er brukt m y e i biologisk

sammenheng. Når milliarder a v molekyler sk al b ev ege seg rundt i cellene v åre og sørge for at

kropp en v år holder seg i orden, er det m y e som k an gå galt. Et viktig eksemp el er proteinfol-

ding. Hvis proteinene v åre �bretter� seg på feil måte k an det på virk e en hel mennesk ekropp.

Alzheimer, kugalsk ap, parkinsons sykdom og kreft er eksempler på k onsekv enser a v gal

proteinfolding. Prosjektet F olding@home prø v er å b ekjemp e dette. Dette omfatter datama-

skiner v erden rundt som samarb eider for å løse problemer i kv an tekjemi. Det er mer enn

nok a v di�erensiallikninger som sk al løses for alle de forskjellige t yp ene proteiner som �nnes.

Selv om det er en lang v ei å gå, har b eregningene ført til større innsikt som senere k ommer

til å bruk es innen medisin.

Medisinsk fysikk tar også go d n ytte a v n ukleærmagnetresonans. Det baserer seg på at et
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magnetfelt k an på virk e h v ordan et atom sn urrer rundt seg selv. Magnetresonanstomogra�

(magnetic resonance imaging) er å bruk e dette fenomenet til hjernescanninger eller diagno-

sering a v andre deler a v kropp en. Et mennesk e blir sendt inn i et lite rom med sterk e,

k on trollert v arierende magnetfelt. Det at atomene endrer måten de sn urrer på endrer disse

feltene littegrann, som blir til signaler vi måler. Sammen med kv an temek anikk en trenger

man her en heftig dose med geometri for å plassere signalene riktig på en skjerm.

Dagens atomkraftv erk baserer seg på �sjon. Dette er å spalte tunge atomkjerner til mindre og

mer stabile atomkjerner. Sola g jør no e m y e smartere, som heter fusjon. Den setter sammen

små atomer stil større, og jammen k an man tjene energi på det også, v ed bruk a v riktige

grunnsto�er slik som h ydrogen. Utviklingen a v fusjonsreaktorer på jorda er i full gang, men

det er fortsatt mange problemer som må løses.

A tomer må ha en temp eratur på millioner a v grader for å kunne fusjonere. Det er ikk e no e

man vil oppb ev are i nærheten a v andre ting. Derfor må sto�ene holdes helt stille inni et

lu�tett rom. Dette g jøres m ulig med et magnetfelt. De t ykk e elektrisk e k ableme som lager

magnetfeltet må ikk e bare ha en v ann vittig mengde strøm g jennom seg, men må også v ære

krøllet rundt fusjonsreaktoren på en v eldig snål måte.

Denne spagettien a v k abler er satt opp nø y aktig slik at atomene sk al bli holdt mest m ulig i

ro. Å regne på geometrien til disse magnetfeltene er no e man k an bli sliten bare a v å tenk e

på. Men det har vist seg å virk e, og om no en år greier vi k anskje å sk ap e stabil fusjon som

pro duserer mer energi enn det som sk al til for å v arme opp atomene og holde dem i ro. Det

�nnes mange rykter om vitensk apsmenn som har klart å fusjonere atomer uten å v arme dem

opp først, såk alt k ald fusjon, men det er sannsynligvis bare skrøner.
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Luftige sak er

Nå sk al vi se litt på h v orfor �y k an �y . Kunstneren og opp�nneren Leonardo da Vinci

designet og b ygde �ere maskiner som skulle kunne �y for fem h undre år siden. Dessv erre

hadde han ikk e motorer, som er den viktigste delen a v et �y for mennesk etransp ort. Fire

h undre år etter da Vincis tid ble motorer små og lette nok til å kunne fraktes. Det v ar da

de amerik ansk e brø drene W righ t lagde de første �yv ende �y ene.

Som nevn t er motoren det som fører �y et framo v er og opp o v er, men vingene er også vik-

tigere enn de �este tror. De får �y til å ligge stabilt i luften. Dette er på grunn a v deres

treghetsmomen t. Ting som stikk er langt ut fra �ykropp en har hø yt treghetsmomen t, som

vil si at de g jør det v ansk eligere å sn urre �y et rundt. De som deltar i kunstløp v et dette,

for de vil iblan t sn urre fortest m ulig rundt, og har da en fordel h vis de ikk e har armene

stikk ende uto v er.

Vingen bidrar også til å løfte �y et opp o v er. En lo v laget a v matematik eren Daniel Bernoulli

k an forklare h v orfor. Den sier at lufttrykk et øk er når farten til luften mink er, og om v endt.

Dette har no en regnet på og laget �yvinger h v or luften har en lengre v ei å gå ø v erst, så den

må gå fortere enn luften under vingen. Derfor blir trykk et under vingen størst, så vingen og

�y et blir presset opp o v er. Dette er viktig for å spare drivsto� under �yvning.

Denne lo v en k an også forklare klengete dusjforheng. Når man tar seg en dusj, v armer man

opp en del a v luften med det v arme v annet. V arm luft har mindre tetthet enn k ald luft,

så denne stiger til v ærs. Selv om man ikk e merk er m y e til det, virvler da luften m y e rundt

omkring i dusjk abinettet. Dette senk er trykk et, slik at dusjforhenget trekk es inno v er. Du

k an slipp e dette fenomenet h vis du dusjer med k aldt v ann, men det er nok ikk e den b este

løsningen.

Bernoullis lo v er en viktig lo v innenfor �uidmek anikk, og den eneste jeg k an. Mer k ompli-

serte likninger, som Na vier-Stok es-likningene, bruk es til å forklare strømning a v v æsk er og

gasser. Hvis man sk al b eregne h v or energie�ektiv en bil blir, trenger man å forutse h v or stor

luftmotstand som hindrer dens framgang. Da må man �nne ut h v ordan luftstrømmene b e-

v eger seg langs o v er�aten. T urbulens og liknende fenomener er no e som ikk e er helt forstått

ennå, og må forsk es mer på. Fluidmek anikk er også nø dv endig for å regne på olje�yt i rør
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og blo d�yt i årer, og desidert n yttig for ingeniørene som lager kunstige ø y er utenfor kysten

i Dubai.

Alle �y som går ut i pro duksjon i dag blir testet før det første blir laget. Hv ordan k an

dette gå til? Mo derne �y b estår nemlig a v 20% aluminium, 4% t yngre metaller, 3% in teriør,

2% plast, 1% plexiglass og 70% matematikk (om tren tlige tall). V ed hjelp a v blan t annet

�uidmek anisk e lo v er, lineær algebra og kunnsk ap om vind k an man regne ut h v ordan man

b est k an forme et �y .

P å en datamaskin lages en mo dell som inneholder h v er eneste lille bit a v et �y . Luftstrømmer

og v arme som k ommer ut a v motorene sim uleres. Disse represen teres a v milliarder a v tall,

som datamaskinen k an regne sammen på et ø y eblikk. De håp efulle ingeniørene k an nå se

h v or go dt �ymo dellen virk er. Hv or go dt �y et glir framo v er i luften og h v or �y et har lett for

å knekk e blir vist på en skjerm. Etterpå k an man g jøre små endringer på utsiden a v �y et,

og prø v e ig jen. Når man er fornø yd med h v or bra datamaskinen regner ut at det vil �y , k an

pro duksjonen a v det virk elige �y et starte.
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Lyd og b ølger

Når vi hører en v akk er melo di, en v enn som prater, rasling i lø v et eller motorduren fra en bil,

er det trommehinnen i øret v årt som fanger opp små trykkb ølger. Det vil si at selv e luften

vibrerer på en b estem t måte, helt fra det som lager lyd til den som hører lyden. Når du slår

på en gitarstreng, for eksemp el, vil atomene i luften vibrere littegrann, i takt med strengen.

F agfolk b eskriv er lydb ølger som b estem te matematisk e funksjoner for å kunne trekk e ut

informasjon om dem, som lydst yrk e og frekv ens.

Hvis vibrasjonene i luften rundt deg er tilfeldige og k aotisk e, hører du bare bråk.Hvis lyden

er g jen tak elser a v en b estem t måte å vibrere på, hører du en tone. Det vi k aller frekv ensen

til en tone er h v or mange slik e g jen tak elser vi hører på ett sekund. Når vi spiller m usikk,

vil frekv ensene b estemme om to toner høres naturlige ut sammen. En note med en viss

frekv ens og en note med det dobb elte a v denne frekv ensen høres alltid bra ut sammen.

Denne doblingen er å gå en okta v opp.

Måten m usikkinstrumen ter fremk aller disse trykkb ølgene på er no e som k an regnes på.

Lengden som en orgelpip e sk al ha k an enk elt regnes ut a v den ønsk ede frekv ensen som lyden

dens sk al ljome med. Dermed slipp er man å kutte det ned og prø v e seg fram helt til tonen

blir den riktige.

Bev egelsen til strenger på gitarer b estemmes a v en likning som k alles b ølgelikningen. V ed

å løse denne for strenger med en sp esi�k lengde k an man �nne alle m ulige lydsignaler

strengen k an pro dusere. Det vi må putte inn i likningen er t ykk elsen til strengen, tettheten

til materialet den er laget a v, lengden og kraften som stemmeskruene strekk er den med. V ed

hjelp a v dette �nner vi grunnfrekv ensen (f.eks. 440 Hz for en énstrøk en A) og o v ertonene,

som er hele tall ganget med denne.

F or et sirkulært trommeskinn blir b ølgelikningen to dimensjonal og b etraktelig mer k om-

plisert. Sv aret den gir er satt sammen a v et sett med toner som ikk e er i harmoni med

h v erandre! Derfor er det ikk e så lett å lage v akre melo dier v ed å bare bruk e trommer.

I tillegg til at lyd k an v ære go dt å få inn i øret, bruk es det til m y e annet rart. Sonaren,

eller ubåtenes radar, sender ut lydb ølger. Når disse tre�er ha vbunnen eller et skip, blir de

re�ektert tilbak e til ubåten. Tiden det tar før de når tilbak e bruk es for å �nne a vstanden
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til dette ob jektet. F rekv ensene på de re�ekterte lydb ølgene k an også måles. Denne har blitt

forandret på grunn a v Doppler-e�ekten. Prinsipp et er det samme for v ed rø dforskyvning og

blåforskyvning a v lys fra fjerne galakser. Du har k anskje lagt merk e til Doppler-e�ekten i

dagligliv et. Når en syk ebil kjører mot deg, vil lyden a v sirenen du hører ha en hø y frekv ens.

Når den har kjørt forbi deg blir lyden dyp ere, som når man bremser opp en LP-plate. Litt

regning på disse frekv ensene k an b estemme farten på både forhastede syk ebiler og �en tlige

ubåter.

Inni sola foregår det mange v oldsomme ting. Der er det ekstrem t v arm t og tett, og fullt

a v sk adelig stråling. I tillegg er det v eldig dyp lyd med hø yt v olum der, som går i b ølger

tv ers g jennom sola. Disse b ølgene bruk er om tren t to timer fra en side til en annen. De tar

hele tiden opp informasjon fra sto�et de går g jennom v ed at signalet forandres litt. Hvis vi

studerer lydb ølger på solas o v er�ate, k an vi �nne ut m y e om h v ordan denne gasskjemp en

er b ygget opp. Lyd går ikk e til jorda g jennom tom t rom, men man k an faktisk se sp or a v

disse b ølgene i materien på o v er�aten med et go dt nok instrumen t. Det er blan t annet dette

satellitten SOHO ble laget for. Den enorm t kraftige lyden ville tatt liv et a v et mennesk e

på et blunk. Det samme ville v armen, trykk et, gra vitasjonskraften, oksygenmangelen og

strålingen, så solen er ikk e no e �n t feriested.

Geologer er også v eldig glade i lyd. Man k an studere innsiden a v jorda på samme måte

som sola, men det blir litt enklere siden vi står på den. Derfor v et vi m y e om h v a som

ligger under oss. Lyd går med forskjellig fart g jennom forskjellige materialer. Man sender

ut b ølger fra en lydkilde og fanger opp re�ekterte b ølger på mange forskjellige steder. V ed

å bruk e tidspunktet for oppfanging på alle stedene k an man danne et tredimensjonalt bilde

a v jordsk orpa. Ser man på fordelingen a v tetthet k an man regne seg fram til om tren t h v a

slags stein som �nnes under føttene v åre.

Denne teknikk en bruk es også til å �nne ut h v or under ha vbunnen det ligger olje, så man

slipp er å stikk e h ull på h v er eneste kv adratmeter i Nordsjø en. Dette er ikk e alltid lik e

e�ektivt, men vi har �ere triks på lager. Istedenfor lyd k an det bruk es elektromagnetisk

stråling. Strålingen vil bli mindre demp et når den går g jennom olje enn v ann og stein.

Sensorer k an plukk e opp signalet et annet sted, og må g jennomgå en omfattende matematisk

analyse for å kjenne ig jen strålingssp ekteret man ville ha fått fra et oljereserv oar.

34



35



F ourier-analyse

La oss se på den glatte og �ne sin us-kurv en, eller det harmonisk e signal, som den også k alles.

Det er slik pip etonen i telefoner ser ut. De fundamen tale svingningene på gitarstrenger

har faktisk også en slik form, men når man legger sammen signalene til grunn tonen og

o v ertonene, vil det se gansk e annerledes ut.

F or lenge siden fan t matematik ere ut at sin usb ølger har en fan tastisk egensk ap. Hvis man

legger sammen mange sin usb ølger med forskjellige frekv enser k an man pro dusere et h vilk et

som helst signal. Disse frekv ensene har en viss relasjon til h v erandre. Så h vis man har et

k eyb oard med v eldig mange tangen ter, og trykk er på de riktige tangen tene til akkurat riktig

tid og med riktig st yrk e, k an man lage alle lyder som det er m ulig å lage. Det er dessv erre

um ulig for et mennesk e å trykk e så fort og presist, men prinsipp et k an bruk es til å lage lyder

med automatiserte syn thesizere. Bruk er man prinsipp et baklengs, k an man regne seg fram

til h vilk e frekv enser et k omplisert signal er b ygget opp a v, slik sp ektrometere i stereoanlegg

g jør. Dette k alles F ourier-analyse.

Denne disiplinen er uunngåelig i signalb ehandling, og bruk es også sv ært m y e i allslags mo-

derne måleelektronikk. Ifølge den sv ensk e matematikkprofessoren Christer Borell er det de

som k an regne ut F ourier-transformasjoner fortest som vinner en mo derne krig. Dette er

på grunn a v den øk ende bruk en a v radar og k omm unik asjon med elektromagnetisk e b ølger,

h v or en strømmer a v signaler må prosesseres.

SETI-programmet, som leter etter utenomjordisk in telligen t liv, trenger enorm t m y e data-

kraft på grunn a v sine F ourier-in tegraler. Måten det virk er på er at radiosignaler (som stort

sett er stø y) fanges inn fra mange retninger ut i v erdensrommet v ed hjelp a v radiotelesk op er.

Man prø v er å �nne sammenhenger (k orrelasjoner) mellom signalene fra forskjellige steder

v ed å se h v or likt mønsteret a v frekv enser er. P å den måten k an vi opp dage om det �nnes

no e der ute som k omm uniserer v ed hjelp a v radiob ølger.

F ourier-analyse er et ypp erlig v erktø y til å k omprimere lyd og bilder. V ed å b estemme

frekv ensene til et lydsignal til visse tider k an man spare på disse, k aste alt annet, og g jengi

signalet med de samme frekv ensene v ed a vspilling. Datamaskinen må altså ikk e lenger h usk e
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på alle v erdiene for lufttrykk et, men bare h v ordan v erdiene svinger. Meto den er v eldig

e�ektiv å lagre m usikk med, men ikk e fullt så e�ektiv til å lagre stø y med. Meto den bruk es

a v alle mp3-spillere.

F otogra�er er en annen ting h v or innholdet stort sett er sv akt v arierende k an ter uten for

m y e irregulariterer. Sin usb ølger passer da �n t for å lagre jevnheten i h v er a v fargene rø d,

grønn og blå. Når man sk al tilnærme brå o v erganger med sin usb ølger oppstår problemene.

Uansett h v or mange frekv enser a v fargeskifte man tar med, oppstår det uønsk ede �ekk er på

h v er side. Derfor er en slik k omprimeringsalgoritme som sagt b est til fotogra�er og heller

dårlig til strektegninger med brå fargeo v erganger. Meto den bruk es a v alle digitalk ameraer.
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Mediemanipulering

Jeg er ikk e helt ferdig med listen o v er matematikk ens bruksområder innen bilde og lyd. P å

datamaskiner represen teres lyd som en lang rekk e med tall som angir h v or store forskjeller

i lufttrykk man sk al lage. Uk omprimerte bilder lagres som en matrise med v erdier for h v or

rø d, grønn og blå en piksel på en skjerm sk al v ære.

En matrise er en stor mengde tall stilt opp i et rutenett. Man k an g jøre såk alte lineære

transformasjoner på en matrise. Det b et yr rett og slett å m ultiplisere den med en annen

matrise, og vi har b estem te regler for h v ordan dette sk al foregå.

Hvis man sk al redigere et digitalt bilde og vil rotere det, sp eilv ende det eller andre geome-

trisk e op erasjoner, må man bruk e en lineær transformasjon. Dette er inneb ygget i alle redi-

geringsprogrammer slik at man sk al slipp e å tenk e o v er det. Hvis du vil forstørre et bilde,

bruk es in terp olering. Dette innebærer å �nne ut h vilk e farger som sk al puttes mellom piks-

lene du hadde fra før a v når bildet blir større og får mange �ere piksler. Liknende meto der

bruk es når bildet sk al forminsk es. In terp olering er strenge matematisk e algoritmer, og sk al

pro dusere minst m ulig st yggedom i det resk alerte bildet.

Matriser k an også bruk es når man sk al legge sp esiale�ekter på et bilde, sånn som sv art-h vitt-

k on v ertering, endring a v lysst yrk e og uklarg jøring. Å g jøre et bilde uklart ser nokså enk elt

ut, men matematikk en bak det er slående elegan t. En v anlig meto de er �Gaussian blur�,

h v or fargene i h v er piksel �yter uto v er nab opikslene i en grad b estem t a v normalfordelingen.

Denne står det litt om i statistikk-k apittelet. Uklarg jøringen skjer faktisk på akkurat samme

måte som når sto�er di�underer, altså når �øte blander seg i k a�e, for eksemp el.

Å g jøre bilder uklare er ingen v ansk elig sak, men å g jøre dem klare ig jen er litt v erre.

Sk arphetsfunksjonen i de �este dataprogrammer er bare søpp el, og gir stort sett uønsk ede

resultater. Dette er fordi det er v ansk elig for programmet å vite nø y aktig h v a slags prosess

som g jør bildet uklart. Men h vis vi v et at vi for eksemp el har brukt en �Gaussian blur� på
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bildet, går det an å løse tusen vis a v likninger med lik e mange ukjen te størrelser for å �nne

ut h v ordan bildet må ha sett ut til å b egynne med. Det er b egrenset h v or n yttig slik e ting

er, men det �nnes altså programmer som k an g jensk ap e uklarg jorte bilder slik.

Siden fargene represen teres a v tall, er absolutt alle op erasjoner man k an g jøre på digitale

bilder fullstendig matematisk e. Dette g jelder også digital lyd. F or det første k an man sk ap e

lyd fra ingen ting v ed å bruk e matematisk e funksjoner. T rommelyder k an g jensk ap es gansk e

bra slik. Lyden a v en basstromme, for eksemp el, k an lages v ed å ta sin us til kv adratroten

a v tiden (bildet). Sk arptrommer er mer stø y ende, og trenger en viss dæsj a v tilfeldige tall.

Gitarlyder k an lages v ed å bruk e k on v ergen te tallrekk er, som det står litt om i fraktal-

k apittelet. Her k an man stille inn rekk ene til å ha ørsmå tilfeldige v ariasjoner i seg, slik at

lyden høres litt annerledes ut h v er gang, som den ville ha g jort på en ekte gitar. Men det

sk al sies at slik e kunstige instrumen ter ikk e har hatt en v eldig stor suksess. Klassisk m usikk

laget fullstendig digitalt må nok v en te no en tiår til, tenk er jeg.

Lydmanipulering foregår ofte v ed bruk a v F ourier-analyse, som jeg allerede har nevn t. Man

�nner først ut a v h vilk e sin usb ølger et signal er b ygget opp a v. Hvis man vil øk e disk an ten

og mink e bassen, øk er man utslaget til b ølgene med hø y frekv ens og reduserer utslaget til

b ølgene med la v frekv ens. Derretter k an man snekre sammen signalet ig jen.

Man k an legge til ekk o på en lyd v ed å forskyv e en demp et v ersjon a v signalet foro v er. Hvis

man forsterk er og forminsk er visse mønstre i signalet sitt, k an man lage rob otstemmer og

andre rariteter. Her setter bare fan tasien grenser. Setter man sammen de to formene for

manipulering, k an man lage b ev egelig kunst. Hollyw o o d har fått m y e herfra, og også fra de

fan tastisk e 3D-animasjonene man i dag k an lage med mange p olygoner og litt b ev egelseslære.
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V æret

Du har nok en gang lurt på h v ordan v ærmelding fungerer. Om Kristen Gislefoss har en

krystallkule han bruk er til å spå v æret med, eller om det k anskje er ren g jetning basert på

h v a v æret har v ært før. F or å forklare h v orfor det regner så m y e i Bergen eller h v orfor det er

så k aldt i Sibir, for eksemp el, er det nok med ikk e-matematisk analysering a v luftstrømmer

og denslags. Men det er ikk e måten meteorologene jobb er på når de sk al �nne ut h v ordan

v æret blir o v eralt i Norge eller V erden mange dager fram i tid.

Den norsk e meteorologen Vilhelm Bjerknes v ar mannen som nærmest oppfan t v ærmeldingen.

Til det trenger man blan t annet et digert sett med di�erensiallikninger, og et v erktø y for å

løse disse raskt og e�ektivt. Hvis arb eidet ble pålagt mennesk er, måtte nok alle i v erden ha

jobb et med akkurat dette. Heldigvis har vi datamaskiner.

Maskinen trenger hele v ærk artet med data for trykk og temp eraturer og det hele. Vinden

represen teres som en haug med v ektorer. En v ektor er et matematisk v erktø y med en viss

lengde (hastigheten til vinden) og en retning, og tegnes ofte som en pil. Alt legges inn som

en gigan tisk mengde med tall, slik at selv store og kraftige datamaskiner får no e å t ygge på

i et par timer. Meteorologene får tall og grafer tilbak e, og k an tolk e dem for å �nne ut om

morgendagen passer bra for en skitur. Selvfølgelig v et de nø y aktig h v ordan maskinen �nner

disse dataene, for det er de som har lært den h v ordan.

�Men de meldte jo sol og blå himmel i dag!� k an man høre fra frustrerte og klissv åte turgåere.

Slik e uheldige situasjoner er v erk en mennesk er eller datamaskiner sin feil. Det er sommer-

fugle�ekten sin. Bittesmå, uv en tede endringer i h v ordan vinden blåser (forårsak et a v en

sommerfugl, k anskje?) k an forårsak e torden istedenfor sol i Kina på lang sikt. Men ikk e gå i

gang med utryddelsen a v sommerfuglene heller, det er kun e�ektens na vn. V ærsystemet er

v eldig k omplisert, og a vhenger a v alt du ser og ikk e ser rundt deg.

Den største utfordringen til meteorologene er nettopp denne k aosen. Bittesmå v ariasjoner i

dataene vil forsårsak e k ollosale forskjeller på lang sikt. Usikk erhet i måledataene er da det

v erste som k an forek omme, og denne er ikk e liten. Instrumen tene i v ærstasjonene v åre er

ikk e fullstendig nø y aktige, og v ærstasjonene er såpass spredt at det k an v ære v ansk elig å

vite h v a som skjer mellom dem. Det som g jøres i praksis er å g jette.
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Vi forandrer littegrann på de usikre dataene vi måler v ed stasjonene, på mange forskjellige

måter, og lager f.eks. 100 sett med starttilstander. V ærutviklingen sim uleres utifra alle disse

tilstandene, og man ser an h v a slags v ær alle vil lage. Hvis 70% a v dem gir sol og 30%

gir regn, er det sannsynligvis sol som blir meldt på NRK. Det k an tenk es at v ærmeldingen

kunne blitt forb edret v ed å ha mange �ere målestasjoner og mer nø y aktige instrumen ter.

Men når vi g jør én ting mer nø y aktig, �nnes det alltid no e annet som bringer med seg lik e

stor unø y aktighet som før uansett. Dette k an blan t annet v ære v ariasjon i solstråling og

forurensing, som det står mer om nedenfor.

Kaotisk e ting som atmosfæren v år k aller vi rett og slett k aotisk e systemer. Studier a v disse

er en egen gren innenfor matematikk en. Biljard er et kjen t eksemp el på et slikt system. Hvis

du har stilt opp kulene slik de sk al v ære i starten a v et spill, og skyter midt på kulehop en, vil

kulene spre seg uto v er b ordet. Hvis du stiller de opp på n ytt ig jen og skyter en gang til, vil

b ordet se helt annerledes ut når kulene k ommer til ro. Vink elen er k anskje litt annerledes, du

har ikk e klart å skyte med nø y aktig samme fart, og k anskje du også har endret o v er�aten

på b ordet. Bare slik e ørsmå endringer vil g jøre resultatene ug jennkjenn bare i forhold til

h v erandre.

P endler som henger i h v erandre som i en kjetting vil også b ev ege seg v eldig v arierende etter

h v ordan man svinger dem i gang. Kjemisk e reaksjoner med mange sto�er som reagerer med

h v erandre k an pro dusere v eldig forskjellige forbindelser. Rekk efølgen på reaksjonene til de

første få molekylene k an nemlig ha v eldig m y e å si på om ting stiger opp eller synk er ned

og h v a slags sto�er de møter på sin v ei.

Akkurat h v or m y e v ariasjon det blir i slik e rare systemer er no e som k an b eregnes. Selv om

det er v ansk elig, k an vi i v ærtilfellet �nne et slags g jennomsnitt a v mange m uligheter eller

på en annen måte se h v a som mest sannsynlig k ommer til å skje i atmosfæren v år. Derfor

tror jeg Gislefoss er m y e �ink ere med statistikk enn jeg er.

Meteorologi handler ikk e bare om v ærmelding. Denne jordnære vitensk ap en engasjerer seg

i ha vstrømmenes stabilitet og luftforurensing. Den prø v er også å b eskriv e strålingsbalansen

i atmosfæren v ed hjelp a v matematisk e mo deller. Du har garan tert sett bilder som sk al

illustrere jordens drivh use�ekt med lys fra sola som tre�er jorda, går opp til atmosfæren

ig jen og blir re�ektert tilbak e. I virk eligheten er det m y e mer k omplisert enn som så.

A tmosfæren er v eldig v arierende med hensyn på temp eratur og oppb ygning. Vi må ta hensyn
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til både re�ekterende partikler a v forurensing og drivh usgasser som metan, k arb ondioksid

og v anndamp. Mo dellene som bruk es i dag b estår a v mange lag utenpå h v erandre som

re�ekterer, absorb erer og sender ut stråling i forskjellig grad. A tmosfærelagene absorb erer

for eksemp el infrarø d stråling fra jorda lettere enn synlig lys fra sola. Utifra dette får vi

likninger med en drøss a v ukjen te størrelser. Sån t løser man med lineær algebra.

Men det er ikk e enk elt å k omme med forutsigelser a v temp eraturen på grunn a v dette. Hv or

m y e forskjellige sto�er som is, jord, v ann og trær med og uten blader re�ekterer lys er med

på å k omplisere sak en. V ariasjon i lysst yrk en fra sola på grunn a v sol�ekk aktivitet har vi

b egyn t å få greie på, men her ligger det også usikk erheter. Det er heller ikk e lett å holde

rede på h v ordan det ligger an med forurensning i atmosfæren o v eralt på jorden til enh v er

tid. F or å sette trykk på det: Sammen med alt liv et som hører til er jorden v eldig k omplekst

system. Men det er jo det som g jør at det er sp ennende å b o på den.
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F ormer og størrelser

Geometri er no e a v det mest håndfaste i matematikk en. Det er ikk e v ansk elig å skjønne at

dette er no e man k an dra n ytte a v, sp esielt om man har tenkt til å b ygge et h us eller to

i løp et a v sitt liv. Det er også en a v de eldste formene for matematikk, da den oppsto d i

Egypt for fem tusen år siden. Her bruk er vi ikk e tall og op erasjoner alene, men undersøk er

�gurer og prø v er å �nne ut a v deres egensk ap er. Om det �nnes en matematikkgren h v or IQ

er sp esielt viktig, må det v ære i geometrien.

Med grunnleggende meto der er utfordringene endeløse. Prø v å �nne vink elen mellom hjør-

nene i en tetraeder med lik e side�ater sett fra midten a v den. Det sk al ikk e v ære nø dv endig

med v ansk eligere meto der enn litt trigonometri, men det er frustrerende å måtte tenk e seg

fram til en løsningsmeto de. Men etter strev et k an man ta seg en k ak ebit og v ære tilfreds med

å ha funnet ut no e så fundamen talt helt selv. Mange molekyler har tross alt tetraederform,

så denne vink elen er viktig for kjemik ernes b eregninger.

Hvis du ikk e aner h v ordan du sk al b egynne, så har vi no e til felles. Men her er et enklere

eksemp el som også er v erdt minst én k ak ebit. T egn en sirk el, og derreter en lik e stor en med

sen trum midt på sidek an ten til den første. Hv a er arealet i midten, det som b egge sirklene

deler? T egn så to sirkler til, lik e store og sen trert i punktene der sidek an tene til de to første

sirklene møtes. Hv a er arealet som alle sirklene nå deler? Å �nne dette blir m y e v erre, men

det er absolutt m ulig. Ting som dette har v anligvis ingen praktisk n yttev erdi, men det er

go d hjernetrim og pro duserer �ne tegninger.

Når vi først er inne på v akre ting uten videre n yttev erdi er jeg nø dt til å nevne h yp erkub er.

Mange matematik ere lik er merk elige og ekstreme ting som ikk e har no en rot i virk eligheten.

Ob jekter med �ere enn tre dimensjoner hører til i den k ategorien. P å samme måte som vi

tegner trær, stoler, dromedarer og annet som har tre dimensjoner på v åre to dimensjonale

ark, k an for eksemp el en �redimensjonal h yp erkub e også tegnes. Man k an også tenk e seg
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h yp ersfærer, som er �erdimensjonale kuler. Vi k an ikk e se for oss h v ordan disse ville ha

sett ut i sin virk elige form, nettopp fordi vi er v an t til v år lille v erden med tre romlige

dimensjoner.

Det �nnes en systematisk måte å �nne både v olumet a v h yp ersfærer og arealer som deles

a v sirkler på. Den k alles in tegrasjonsregning og blir i sin mest elemen tære form brukt til

å �nne arealet under grafer. Hvis man v et h v ordan en geometrisk form k an b eskriv es med

en matematisk funksjon, som vi ofte g jør, k an vi �nne arealene og v olumene a v disse. Det

bruk es også i alle vitensk ap er som bruk er matematikk som et v erktø y for å relatere størrelser

til h v erandre. F or eksemp el in tegrerer man kraften til et tog for å �nne dets e�ekt, og man

k an in tegrere e�ekten ig jen for å �nne b ev egelsesenergien. Og forresten så in tegrerer folk

som studerer termo dynamikk h yp ersfærer med umåtelig mange dimensjoner stadig v ekk.

T ro det eller ei.

Så når en meto de ikk e er tilstrekk elig, har vi ofte andre på lager. Og alle meto der gir

selvfølgelig det samme resultatet. Slik er det i eksakte vitensk ap er.
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Arkitekter har dratt n ytte a v geometri siden Egypterne b ygde p yramidene sine. Tidligere v ar

det også v anlig å ha geometrisk kunst i b yggv erk ene sine. Rektangler med det gyldne snitt

som sideforhold og matematisk e blomstermønstre v ar g jengangere i k atedraler. Og aprop os

k onstruksjon, så k an det vises at plank er er sterk est h vis forholdet mellom deres t ykk elser i

h v er retning er kv adratroten a v to. T redimensjonal geometri k an b eskriv e formen på både

molekyler, fotballer og k eramikk. Det er rett og slett vitensk ap en a v ting med utstrekning.
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Statistikk ens undre

Vitensk ap en som har med sannsynligheter og analyse a v n umerisk e resultater å g jøre heter

statistikk. Til forskjell fra ordet statistikk i dagligtalen handler det mer om utregninger med

store mengder tall og mindre om å lage tab eller og grafer a v disse tallene. Statistikk er ofte

b etraktet som en undergren a v matematikk en, men no en, inkludert mange statistik ere selv,

vil helst k alle det en egen vitensk ap. Uansett k an det v ære n yttig å kunne statistikk på

hestev eddeløpsbanen.

Statistikk k an fortelle deg at det mest sannsynlige an tall ø yne på to terninger er sju, og

at det er o v er 50% sannsynlighet for at to mennesk er i en forsamling på 20 har bursdag

på samme dag. Du k an regne ut sjansen for å vinne i alle tilfeldighetsspill, og regne ut

g jennomsnittsv erdien til en k omplisert fordeling a v sannsynligheter. Det siste har blitt fysisk

relev an t i det 20. årh undre på grunn a v kv an temek anikk ens framspring og det at vi aldri

k an v ære helt sikk er på h v or en partikk el b e�nner seg, som jeg har nevn t tidligere. Men

med hjelp a v statistikk en v et vi iallfall h v or den mest sannsynlig er, h vilk en fart den mest

sannsynlig har og denslags.

Ov errask elsene i resultater fra statistikk ender ikk e der. Rundt h v ert eneste hjørne �nnes

no en undre man k an undre seg o v er. Hv or stor sjanse tror du det er for at det �nnes to

nab otall som er �vinnere� på en lottokup ong? Den er faktisk hele 80%. Hv ordan tror du

fordelingen i ledelsestid er for to spillere, h vis de spiller et h vilk et som helst sannsynlighets-

spill? Hvis de har spilt mange spill etter h v erandre, er det v eldig m y e større sjanse for at én

a v dem har hatt �est p o eng hele tiden enn at h v er a v dem har ledet 50% a v tiden. Dette er

den m ystisk e arcsin uslo v en.

Benfords lo v er no e annet m ystisk, som sier at det er m y e mer sannsynlig at et tall i naturen

b egynner på 1 enn på 9. Dette g jelder for arealet til land, lengden til elv er, b efolkningen i

b y er, aksjekurser og m y e annet som man skulle tro v ar jevn t fordelt. Det er nesten no e �loso-

�sk o v er det, men det k an altså ikk e b enektes at det er større sjanse for at et målt tall har 1

som første si�er og stadig mindre sannsynlig at det har hø y ere sifre først. Abstrakt tenk ende

statistik ere har klart å b evise dette og for h vilk e t yp er talldata det g jelder. Byråkrater har

til og med b edrev et krigføring med Benfords lo v som v åp en. Mennesk er som �nner på falsk e

b eløp på selv angiv elsene til b edriftene deres har en tendens til å skriv e opp tall med jevn t

fordelte første sifre. Dermed k an man v ære mistenksomme h vis no en sk atteb eløp ser slik ut

og ikk e følger Benfords lo v.

Siden vitensk apsmenn har målt naturlige størrelser og systematisert store ensem bler a v dem,

har det også vist seg at visse størrelser er det vi k aller normalfordelt. Nå snakk er jeg ikk e

om første sifre lenger, men om hele tallv erdien. Dette g jelder hø yden til mennesk er, IQ og
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v eldig m y e annet som har med lev ende v esner å g jøre. Det er også fordelingen man får i de

�este slags måleresultater h vis man b edriv er eksp erimen ter i stor sk ala, og fordelingen a v

totalt an tall ø yne h vis man k aster v eldig mange terninger sam tidig.

Statistik eren og fysik eren Carl F riedric h Gauss opp daget formelen til denne fordelingen. Den

k alles nå normalfordelingen eller Gauss-kurv en, og likner på en kirk eklokk e med sen trum

i de målte størrelsenes g jennomsnittsv erdi. Det er altså mest sannsynlig å v ære nær g jen-

nomsnittet, å ha 100 i IQ, for eksemp el, og stadig mindre sannsynlig når man går opp eller

ned på sk alaen. Hv or bred denne kirk eklokk en er k alles standarda vvik et. Det er a v særlig

in teresse for eksp erimen talister, som vil vite h v or stor unø y aktigheten i målingene deres er

etter mange forsøk med bittelitt forskjellige resultater.

Normalfordelingen er den mest kjen te sannsynlighetsfordelingen, og den mest n yttige. Men

den k an bli litt kjedelig i lengden, så la oss lage v år egen fordeling. Vi drar terningeksemp elet

lenger og k onsen trerer oss om spillet Monop ol. Her bruk er man to terninger, og jeg har

allerede k onstatert at det mest sannsynlige utfallet for ett k ast er at man �ytter sju plasser

framo v er. Der er det på de �este utga v er plassert et sjansefelt, k anskje med meningen. Men

si at vi vil vite sannsynligheten for å lande på h v ert eneste felt i spillet. Hvis vi ser langt

fram i tid vil denne sannsynligheten bli det samme for alle feltene, men for k orte a vstander

blir det litt mer in teressan t.

F or å �nne ut h v ordan denne snåle fordelingen vil se ut, må vi legge sammen sannsynlighe-

tene for alle m ulige k ast. F or å lande på gratis park ering 20 felt fra start, k an vi få k astene

3, 9 og 8, men også 12, 2 og 6, og så videre. Disse k om binasjonene har forskjellige sannsyn-

ligheter, og jo lenger fra start man sk al, jo �ere sannsynligheter blir det å legge sammen.

Slikt sla v earb eid o v erlater man til en datamaskin

Etter få linjer med programmering blir vi gitt en �n graf med små topp er og bunner i

starten a v spillebrettet. Som forv en tet har vi en topp på sju ø yne, sjebnens ironi gir oss et

bunnpunkt v ed 13, en liten topp og deretter den forutsette ut�atingen. Denne �langdistanse-
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sannsynligheten� er tallet 1/7 = 0,1428... . Dette er nettopp fordi g jennomsnittslengden a v

h v ert hopp på spillebrettet er sju felt framo v er. Da k an du regne med å lande på h v ert felt

på brettet h v er sjuende runde, som resultererer i én sjuenedels sannsynlighet for å lande på

felt som er langt unna.

Om du lander på felt 13, som sannsynligvis er T rondheimsv eien, så er det lite sannsynlig at de

som k ommer etter deg også lander der. Men kjøp den for all del, for det er små forskjeller det

er snakk om, og fordelingen min g jelder bare h vis man starter v ed �start�. Har man k ommet

lenger enn det og vil se o v er sannsynlighetene ig jen, må man forskyv e grafen foro v er. Den

viser tross alt bare sannsynligheten for et visst an tall ø yne etter �ere k ast. Sannsynlighetene
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for å trekk e sjansek ort som �gå tre felt tilbak e� og �rykk frem til Slemdal� er selvfølgelig ikk e

tatt med i denne b eregningen, men det vil v ære en m ulig utvidelse som virk elige Monop ol-

fans er v elk ommen til å lage. Slik e analyser er allerede blitt g jort a v stigespill. Her har

matematik ere funnet de b este feltene å stå på og en sannsynlighetsfordeling for h v or man

k an ha vne etterpå.

Monop ol-fordelingen har en slående likhet med det som i v æsk eteori k alles parfordelings-

funksjonen. Gitt et atom A i en v æsk e, vil denne fordelingen fortelle deg h v or sannsynlig

det er at et annet atom er en viss a vstand fra atom A. A tomer er aldri altfor nære h v er-

andre, men de har størst sjanse for å ha a vstanden som tilsv arer terningk ast sju-topp en

til Monop ol-fordelingen. Videre uto v er svinger den litt før den stabiliserer seg på en v erdi.

Det er ikk e helt de samme prinsipp ene som ligger til grunn her, men det er visse likheter i

matematikk en.
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Øk onomi

Det er ingen tilfeldighet at dette k apittelet k ommer etter k apittelet om tilfeldighet. Hvis man

sk al tjene p enger på aksjemark edet, for eksemp el, har man med no e delvis uforutsigbart å

g jøre og må ofte regne på sannsynligheter. En o v errask ende stor andel a v matematik ere

holder på innen feltet �nans og forsikring. Så det er nok ikk e bare å legge sammen tallene i

et regnsk ap man trenger matte til når det er snakk om p enger.

K v an titativ øk onomisk analyse har blitt en a v de to store bruksområdene til det som k alles

stok astisk analyse. Det går ut på å løse likninger der enk elte størrelser v arierer tilfeldig. Da

må man bruk e stok astisk in tegrasjon, som visstnok er m y e v ansk eligere enn v anlig in tegra-

sjon. Men prisen er altså en større innsikt i h v ordan aksjekurser går opp og ned. Det andre

store bruksområdet er såk alt Bro wnsk e b ev egelser, som k an b eskriv e b ev egelsene til små

partikler i gasser og v æsk er.

P å tamp en a v 50-tallet utviklet amerik aneren Leon tief en matematisk mo dell for øk onomien

i USA. Den inneholdt tall for h v ordan alle sektorene innen næringsliv et på virk et h v erandre.

Hvis det blir utvunnet m y e kull et år, blir det mer pro�tt på selsk ap er som bruk er m y e

strøm, h vis kjøttindustrien g jør det bra k an man regne med mindre eksp ort a v k orn, og så

videre. Dette k an settes opp som en svimlende mengde med likninger.

Det Leon tief g jorde v ar å programmere en datamaskin til å løse likningene, og meto dene hans

ble brukt om og om ig jen og utg jør grunnsteinene for mange mo deller som �nnes i dag. Som

nevn t er det m y e tilfeldigheter inne i bildet, som at man ikk e regner med at det plutselig

k ommer en heteb ølge som får alle til å kjøp e ting de k an kjøle seg ned med. Men no en

mo deller tar faktisk med tilfeldigheter i h v ert ledd i sine utregninger. Dette k an pro dusere

drastisk feilaktige resultater, men da får man også testet h v or stabil øk onomien i et land

eller �rma er. Det går også an å v ariere disse tilfeldige størrelsene og �nne en g jennomsnittlig

løsning, om tren t som når man b ehandler v ærsystemet. Har man en stor b edrift og vil g jøre

pro�tten sin så stor som m ulig, er det nø dv endig med skikk elige matematisk e mo deller som

analyserer mark edene man er tilkn yttet til.

Et matematisk felt k alt spillteori har hatt m y e å si for øk onomisk teori. Spillteori utforsk er
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regler, strategi og m ulig framdrift i spill. Det k an bruk es i enkle spill som p ok er og mer

a v anserte spill som en atomkrig. Nash-lik ev ekten, utviklet a v John Nash, er et sett a v

spillteoretisk e strategier som har fått uv en tede an v endelser innenfor øk onomi. Det b en yttes

også innenfor biologi til å mo dellere utvikling og naturlig utv alg a v dyrearter, som jeg

forteller om i biologik apitlet.

Opsjoner er �ne papirer som k an kjøp es fra selsk ap er. P å dem står det at du får lo v til

å kjøp e aksjer a v et selsk ap for en b estem t pris, ua vhengig a v h v a de er v erdt, en gang i

frem tiden. Slik e k an v ære greie å ha h vis det en dag blir b edre tider for selsk ap et enn man

hadde tenkt seg. P å grunn a v trang til å k on trollere h v ordan opsjoner blir brukt har det

blitt funnet formler for h v ordan slik e sk al prisgis.

Øk onomene Blac k og Sc holes v ar de som utviklet disse. Man k an lure på h v ordan i all v erden

man sk al trekk e fram no e slikt fra �osshatten. Det er som om jeg skulle funnet en formel for

h v or m y e en gulrot v ar v erdt som funksjon a v lengden, bredden, krumningen og h v or lenge

siden den ble dratt opp a v jorden. Blac k og Sc holes lagde en mo dell for opsjonsmark edet som

g jorde visse an tak elser om mark edet, f.eks. at kursene aldri g jorde o v erdrev en t store hopp

på k ort tid. Mo dellen er omfattende og k omplisert og inneholder mange uv en tede størrelser.

Det �nnes mål for risik o en tilkn yttet kjøp et a v en viss aksje til en viss tid. Bruk er man

v erdien for risik o en sammen med et liknende mål for instabilitet, mark edprisen på aksjen,

den a vtalte prisen ifølge opsjonen og dagens ren tesats, k an man lage en di�erensiallikning.

Hvis man løser denne med europ eisk e regler for opsjoner, ender man opp med det som k alles

Blac k-Sc holes-formelen. Den sp ytter ut den forv en tede �riktige� prisen på opsjoner.

Dermed har vi regler for h v ordan prisen på dokumen ter som sier h v a prisen på aksjer som

k an gi deg utb ytte i form a v p enger sk al v ære. Det g jør at det blir v ansk eligere å kjøp e

urimelig dyre eller billige aksjer på denne måten, slik at k ak en blir litt riktigere delt opp.
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F raktaler

F raktaler er mønstre som er generert etter matematisk e regler. Ikk e alle fraktaler er fab el-

aktige og skjønne for mennesk elige ø yne, bare de som blir v algt ut og represen tert a v de som

lager dem. Den formelle de�nisjonen er et ob jekt som eksisterer i et an tall dimensjoner som

generelt ikk e er et heltall, et k onsept som det ikk e er lett å få tak på. Vi lev er i en v erden

a v tre romlige dimensjoner, og teksten på dette ark et er fanget i sine to. A t en ting k an

eksistere i en og en halv dimensjon virk er rimelig absurd, men det har vist seg at man k an

tenk e på en slik måte når man undersøk er fraktaler.

En gansk e enestående egensk ap v ed fraktaler er at de er selv-similære, altså at de ser lik e ut

h vis man zo omer langt inn eller ut. I naturen er dette b egrenset i liten sk ala fordi man etter-

h v ert støter på atomer, og i stor sk ala fordi det ikk e �nnes fraktaler som fyller hele univ erset

v årt. Det �nnes også fraktaler som ikk e har denne egensk ap en, men de k an se gansk e �otte

ut, de også. V arian tene som er mest p opulære er iterasjonsfraktaler, tilfeldighetsfraktaler og

rømmetidfraktaler. Ordene er fritt v algt etter h v a jeg følte for å k alle dem akkurat nå.

F or å lage iterasjonsfraktaler trenger man en algoritme, en oppskrift med matematisk e op e-

rasjoner og visualiseringsmeto der. Dette er fraktalene som det er enklest å lage med p enn

og papir. Man k an for eksemp el tegne et stort plusstegn, sette strek er halvv eis ut på og

tv ers på de �re �sp ydene�, sette strek er halvv eis ut på disse ig jen, og så videre. Til slutt har

man no e som ser ut som en stjerneaktig, lo dden an tenne o v enifra. Andre regler k an gi mer

in teressan te mønstre. Det mest in teressan te er nok Romanesco-brokk olien, som er et kjen t

eksemp el på en iterasjonsfraktal i naturen.

Sierpinski-tepp et er en iterasjonsfraktal som lages v ed å stable �rk an ter. Man starter med

8 �rk an ter som man setter på p osisjonene til tallene på et n umerisk tastatur eller en mo-

biltelefon, utenom 0 og 5. Deretter tar man 8 k opier a v denne formen og plasserer dem

på nø y aktig samme måte, og så videre. Man oppnår akkurat det samme v ed å slå h ull på

midten a v en stor �rk an t, slå 8 h ull rundt dette h ullet, slå 8 h ull rundt h v er a v de 8 små
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h ullene, og så videre. Det tar sannsynligvis 8 ganger så lang tid for h v er h ullstørrelse man

går ned, eller h v er iterasjon, som det k alles.

Resultatet blir no e jeg g jerne kunne ha hatt som et tepp e i gangen. Problemet er at tepp et

etterh v ert forsvinner h vis man holder på lenge nok. V ed et uendelig an tall iterasjoner blir det

til et 1,89-dimensjonalt ob jekt som vi ikk e k an observ ere, og som heller ikk e k an eksistere.

Dette er kun teoretisk e grublerier. F or tepp emak ere an b efaler jeg å v ev e inn �rk an ter i en

annen farge enn den man starter med isteden for å lage �rk an tede h ull, og å ikk e lage �ere

iterasjoner enn det som er fysisk m ulig.

Tilfeldighetsfraktaler k an v ære så mangt, men ho v edp o enget er at det bruk es tilfeldige tall

til å b eregne p osisjoner, vinkler, lengder og liknende. Sim uleringer a v såk alte random w alks

blir brukt til å undersøk e de tilfeldige b ev egelsene til partikler, men de k an også v ære en

pryd for ø y et. De likner litt på ruten man k an tenk e seg at en v eldig ub esluttsom maur vil

gå i løp et a v en time.

Hvis du starter med en kule i midten, og skyter andre kuler mot denne fra tilfeldige vinkler

mellom 0

�
og 360

�
, får du en merk elig, hakk ete klump som k an k alles en tilfeldighetsfraktal.

Mer sp ennende ser det ut h vis de innskutte kulene ikk e går i rette baner, men b ølger litt opp

og ned på sin v ei. De har da lettere for å feste seg til lange armer a v allerede eksisterende

kuler enn å gå mellom dem. Vi ender opp med no e som likner litt på nerv eceller. Tilfel-

dighetsfraktaler k an �nnes i virk eligheten som lynnedslag og andre fenomener tilkn yttet

elektrisitet, og mange plan tev ekster k an se ut til å danne liknende mønstre mens de v okser.

Rømmetidfraktaler er min direkte o v ersettelse a v escap e-time fractals og har ingen ting med

no e meieripro dukt å g jøre. F or å forstå disse mer k ompliserte fraktalene, må man vite h v a

k on v ergens og div ergens a v tallrekk er er. En tallrekk e lager man i de enkleste tilfeller v ed å

b egynne med et tall, g jøre en matematisk op erasjon på det, og g jen ta denne for h v ert ledd

i rekk en.
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F or eksemp el k an man starte med tallet 1 og doble det for h v ert ledd, som resulterer i

rekk en 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64 og så videre. Denne rekk en sier vi er div ergen t, fordi den bare

v okser og v okser jo �ere ledd vi legger til. Hvis vi derimot halv erer tallet h v er gang, får vi

den k on v ergen te rekk en 1, 1=2, 1=4, 1=8, 1=16, 1=32 og så videre. T allene går nærmere og

nærmere n ull jo �ere ledd vi undersøk er. Om du vil k an du k alle div ergen te rekk er ville, og

k on v ergen te rekk er temmede, fordi de aldri �rømmer� mot uendeligheten.

Den de�nitivt mest kjen te, enkleste og k anskje også v akreste rømmetidfraktalen er Mandelbrot-

mengden. Rekk en er i dette tilfellet generert a v enkle m ultiplik asjons- og addisjonsop era-

sjoner. Og tallene vi starter med er her to dimensjonale k o ordinater. F or eksemp el lages det

én rekk e for punktet (1; 0) og én rekk e for (� 2; 1). Sk al du lage en fraktal som har lik e go d

oppløsning som en v anlig dataskjerm trenger du o v er en million slik e rekk er, én for h v ert

punkt på skjermen. F ør datamaskinene ble infernalskt rask e v ar det altså ikk e så lett å

utforsk e slik e fraktaler.

Det en datamaskin må �nne ut, er h vilk e k o ordinater som har ville rekk er, og h vilk e som har

temmede rekk er. Dette vil a vg jøre h vilk en farge punktene får. Rekk ene som går og går uten

å rømme etter f.eks. 10 000 ledd, får sv arte punkter. Siden det er litt kjedelig med bilder som

bare har sv art og h vitt i seg, har man funnet ut en måte å få fram mer a v informasjonen

som ligger i rekk ene på. Punktene blir fargek o det etter h v or lang tid rekk ene bruk er på

å �rømme�. I Mandelbrot-tilfellet vil dette si h vilk et ledd i rekk en som er det første som

o v erstiger tallet 2.

Undersøk elsene a v denne fraktalen er v el v erdt anstrengelsene til matematik erne. A v en

enk el tallrekk e og no en få, b estem te regler får man ut en fan tastisk k ompleks struktur som

inneholder en uendelig mengde informasjon. Uansett h v or langt man zo omer inn �nner

man n y e og fanscinerende mønstre. Det er som å gå på opp dagelsesferd i en uendelig stor

regnsk og med uendelig mange forskjellige dyrearter. Man k an �nne ting som likner på kuler,

lynnedslag, spiraler, sjøhester, sm ykk er og mer ub eskriv elige strukturer.

Benoit Mandelbrot, som studerte denne fraktalen og mange �ere, v ar en a v pioneerene

innen feltet. Han v ar v eldig ivrig når det g jaldt å fortelle utenforstående om matematikk ens

skjønnhet, og vi k an nok takk e ham for m y e sp ektakulær digital kunst som eksisterer i dag.

Men det er bare h vis du v elger å k alle dette kunst, som isåfall b et yr at matematikk en selv

er en kunstner, som bruk er regler og tilfeldige tall istedenfor kreativitet.

F raktaler har underlig nok også an v endelser i vitensk ap en. V ed å undersøk e dem k an en lære

no e om egensk ap ene til faste sto�er. F raktalers geometri bruk es også til å undersøk e visse

asp ekter v ed dynamisk e systemer. Dette er rett og slett systemer h v or størrelser forandrer

seg i tid. Systemets bane i k o ordinatsystemet laget a v disse størrelsene k an ofte danne en

fraktal. V ærsystemet er et eksemp el. Flere følger i neste k apittel.
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Div erse dynamikk

Nå er det på tide med en diskusjon a v div erse systemer som forandrer seg på en viss måte med

tiden. Slik e dynamisk e systemer b eskriv es ofte med di�erenslikninger og di�erensiallikninger,

som er nesten samme sak. Det vil si at en størrelse a vhenger a v h v or m y e denne størrelsen

forandrer seg. Hvis du stikk er et h ull i bunnen a v en melk ek artong, vil mengden melk

synk e ettersom h v or fort melk går ut a v h ullet. Men h v or fort melk en går ut a vhenger a v

trykk et, som er b estem t a v h v or m y e melk det er i k artongen! F or mer k ompliserte systemer

k an det fort bli et virrv arr uten lik e a v størrelser som a vhenger a v h v erandre. De �este

di�erensiallikninger må man fort gi opp med å løse og la en datamaskin regne ut om tren tlige

løsninger. Andre er enklere med p enn og papir, for eksemp el likningene til systemene jeg

sk al nevne her.

Ren te på p enger i bank en blir første eksemp el. Hvis du setter inn p enger på en k on to

med 3% ren te, har du 1,03 ganger b eløp et om et år. Etter to år har du 1,0609 ganger det

samme b eløp et. Slik k an du fortsette å gange med 1,03, og du �nner ut at p engene har

doblet sin v erdi om 24 år. Man k ommer fram til en tallrekk e som er løsningen a v ren te-

di�erenslikningen. Det samme opplegget k an bruk es når man regner på p opulasjonsv ekst,

som i neste k apittel.

Så til no e helt annet, di�usjon. Det er et fenomen som ble undersøkt a v blan t andre fransk-

mannen Joseph F ourier for to årh undrer siden. Han brukte den tidligere nevn te F ourier-

analysen til å løse di�erensiallikningen for v armetransp ort. K ort fortalt sier den at mengden

v arme som ledes o v er fra et sto� til et annet er prop orsjonal med temp eraturforskjellen

mellom sto�ene. Du merk er jo fort at du blir m y e fortere k ald jo k aldere det er utendørs.

Luften stjeler da mer v arme fra kropp en din.

Istedenfor to sto�er med jevne temp eraturer er det mer in teressan t å se på en metallsta v med

en ujevn temp eraturfordeling. F ouriers løsninger sier h v ordan og h v or fort slik e fordelinger
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vil endre seg og til slutt nå en jevn temp eratur.

Di�usjonslikningen er helt analog med likningen for v armetransp ort, bare med ulik e tall

her og der. Denne sier h v ordan partikler b ev eger seg g jennom andre sto�er. Di�usjon er

ansv arlig for de �este a v mek anismene i lev ende v eseners celler og at duftpartikler b ev eger

seg fra syrin blomster til nesa di. P artikler har en tendens til å b ev ege seg rundt omkring, og

da er det størst sannsynlighet for at de b ev eger seg til et sted h v or det er lite partikler fra

før a v. Dette k an vises matematisk. Lik ev ekten som alt går mot her er at både blomster og

k a�e og alt annet er jevn t fordelt i hele atmosfæren. Heldigvis �nnes det ting som hindrer

en slik kjedelig tilstand, sånn som vind, v ær, termoser og cellemem braner.

Å regne på di�usjon er ekstrem t viktig i metallurgi. Legeringer lages v ed å sette klump er

a v to metaller inn til h v erandre og v en te på at partikler fra h v er a v dem sm yger inn i den

andre klump en. Dette går m y e rask ere h vis man skrur på v armeo vnen, og akkurat h v or m y e

rask ere k an man regne ut. Dermed k an man lage stål med riktig mengde k arb onatomer i

o v er�aten for å få en ønsk et sprøhet og hardhet på hammere.

Rak ettvitensk ap har bruk for en di�erensiallikning vi k aller rak ettlikningen. En romferge,

som stort sett kjører rundt i v akuum, trenger rak ettmotorer, som fungerer v ed å k aste fra seg

sto� i full fart. Prø v å stå på et sk ateb oard og k aste fra deg en v edkubb e med så stor kraft

som m ulig. Når du k aster no e v ekk fra deg, k an vi helt ekviv alen t si at tingen k aster deg i

den andre retningen. I rak ettmotorer skjer det hele mer e�ektivt v ed at drivsto� an tennes

og sendes a vgårde i en v oldsom fart. Denne farten inngår i rak ettlikningen og bruk es for å

regne ut romfergens akselerasjon. Det g jør også fergens masse og andelen masse den kvitter

seg med i form a v drivsto�.

F or å få skikk elig fart på skroget, er det lurt at en stor del a v v ekten er drivsto� som bruk es

opp. Når en romferge sk al lette har den en ekstra drivsto�tank med t ynne, t ynne v egger

og millioner a v liter med �ytende oksygen eller annet drivsto�. Dette bruk er den opp på få

sekunder med sine startmotorer. Det er v anlig at drivsto�et v eier 20 ganger mer enn selv e

romfergen. T ank en og startmotorene må også slipp es løs når fergen først har klart å k omme

ut a v atmosfæren, slik at man slipp er å drasse på ekstra v ekt når man sk al ut på romev en t yr.

F or de som driv er med kjemi har ordet lik ev ekt en sp esiell plass i hjertet. Hv or fort en
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kjemisk reaksjon skjer er a vhengig a v h v or m y e sto� som k an reagere, og h v or m y e sto� som

allerede har reagert og dannet n ytt sto�. Dette k an illustreres med brann trek an ten. F or at

brann sk al oppstå, må det �nnes oksygen, brenn bart sto�, og hø y nok temp eratur. Oksygen

og k arb onholdig sto� er her reaktan tene, og pro duktene er ask e og k arb ondioksyd. Og brann

er jo bare en kjemisk reaksjon som får seg selv til å gå. Den trenger v arme og sk ap er v arme.

Reaksjonen vil slutte å skje når det er m y e k arb ondioksid i lufta, da er reaktan tene og

pro duktene i kjemisk lik ev ekt med h v erandre.

F or brann blir dette k ompliserte greier, men for andre reaksjoner er det lettere å regne ut

h v or fort de vil skje og når kjemisk lik ev ekt vil inn tre�e. Mange i industrien har go d bruk

for dette, fra legemiddelfabrik an ter til g jø dselpro dusen ter. Kjemisk ingeniørkunst er også

det som gir oss alle t yp er �ytende drivsto�. Det at h v or m y e et sto� mink er a vhenger a v

h v or m y e a v sto�et som �nnes, g jelder også for radioaktiv e atomer, som vi sk al se nærmere

på etter h v ert.
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Vitensk ap om liv og dø d

Biologi er kunnsk ap en a v lev ende organismer, som er v eldig, v eldig k ompliserte systemer.

Lik ev el k an man lage forenklede mo deller og b eregne visse ting innenfor dette feltet. Det

mest k ompliserte som er blitt oppnådd til dags dato er matematisk e studier a v h v ordan

nerv esignaler forplan ter seg g jennom kropp en v år. Dette er et ledd i forskningen som k anskje

vil føre fram til at vi forstår mennesk ehjernen, men fram til da må vi klare oss med enklere

ting.

Den enkleste mo dellen for p opulasjonsv ekst er ren teformelen. Hvis k aniner kunne formere

seg uhemmet, hadde p opulasjonstallet steget til det uendelige, og det med en b etraktelig

hø y ere �ren te� enn man får i bank en. Om jeg får lo v å si det har vi heldigvis rev er og andre

ro vdyr til å b egrense k anin b estanden, i tillegg til at det blir lite mat etterh v ert. Som alle v et

er øk osystemet et k omplisert system som lett k an k omme i ubalanse. Sk al vi ha med mange

dyrearter og ta årstidsv ariasjoner i b etraktning, må vi legge til litt �ere ukjen te i likningene

v åre.

Vi represen terer b estandene a v dyr v ed hjelp a v matriser (kv adratisk e rutenett) med masse

tall. Disse tallene k an kn ytte sammen b estandene til forskjellige dyrearter etter h v em som

blir spist og når det er mangel på og o v er�o d a v mat. Det k an v ære n yttig å studere

h v ordan store endringer i øk osystemet blir naturlig motvirk et så balansen g jenopprettes.

Slik e mo deller bruk es ofte i opp drettsnæringen. De likner v eldig på mo dellene for h v ordan

øk onomien i et land utvikler seg. Dette b et yr v el at man k an se på aktørene i næringsliv et

som ro vdyr og plan teetere.

Det er blitt g jort mange forsøk på å sim ulere biologisk ev olusjon med datamaskiner. Generelt

er prinsipp et bak dette å starte med en dyreb estand, la dyrene få a vk om med små forskjeller

fra dem selv, og la dette fortsette i mange generasjoner. F or h v er generasjon vil det v ære

en mindre sannsynlighet for at de sv ak este dyrene får forplan tet seg. Dermed vil til slutt
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de sterk este o v erlev e, som Darwin sa. Problemet er å b eregne slik e sannsynligheter, eller

�tness functions, som er det engelsk e faguttrykk et. Men med enkle mo deller som minner

om dataspill har forsk ere sk apt mange in teressan te resultater. Liknende prinsipp er har også

blitt brukt til å få rob oter til å lære a v seg selv v ed prø ving og feiling.

Ideen om ev olusjon har gitt oppha v et til genetisk e algoritmer. Disse er v erktø y som sk al

optimalisere et eller annet, for å si det så generelt som m ulig. Man k an bruk e dem til

å lage elektrisk e kretser med så k orte elektrisk e ledere mellom h v ert k on taktpunkt som

m ulig. De k an �nne ut nø y aktig h v or atomene i et molekyl må v ære for at molekylet blir så

stabilt som m ulig. Hvis man sk al kjøre g jennom alle ho v edstedene i Europa, k an en genetisk

algoritme fortelle deg h vilk en v ei du sk al ta for å bruk e minst m ulig b ensin, v ed hjelp a v

kjøreruteev olusjon.

Naturlige pacemak er-celler er en a v de �ne tingene ev olusjonen har gitt oss. I hjertet �n-

nes det milliarder a v celler som pulserer og sender ut elektrisk e signaler slik at hjertet v årt

slår. Disse cellene på virk er h v erandre og sørger for at alle sammen pulserer med den samme

rytmen, og at hjerteslagene og kropp ens blo dg jennomstrømning er stabilt. Denne synkroni-

seringen har blitt b evist matematisk, og studert a v blan t andre Stev en Strogatz, k aosforsk er

og matematisk biolog. Han har brukt den samme mo dellen til å forklare h v ordan ild�uer

synkroniserer lysglim tene sine, slik at de gir fra seg m y e lys på en gang og blir synligere for

mak er selv om de er inne i t ykk v egetasjon.
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Radioaktivitet

Ja, det er ofte et farlig fenomen. Men det har ikk e hindret vitensk apsmenn i å forsk e på det

siden Henri Becquerel opp daget radioaktivitet i 1896. Det har ingen ting med radio er å g jøre,

na vnet k ommer a v det latinsk e ordet for å stråle. Radioaktivitet k ommer fra ustabile atomer

som helst vil kvitte seg med en liten bit a v kjernen sin og bli til et annet atom. Dette k alles

et henfall. Siden vi regner på så små ting som atomer her må vi ta kv an temek anikk en til

bruk, og da blir ting drev et a v sannsynligheter. Sannsynligheten for at et radioaktivt atom

henfaller og sender ut sin b eryktede stråling er b estem t a v en k omplisert fordeling som jeg

ikk e h usk er. Men den inneholder binomialk o e�sien ter, som er et a v de artigste ordene i

matematikk en.

Selv om henfall er tilfeldig, gir fordelingen oss en gansk e klar tendens for makrosk opisk e

mengder radioaktivt sto�. (Makrosk opisk vil si en mengde som er så stor at mennesk er

k an se den.) V ed å bruk e g jennomsnittsv erdier k an vi lage en di�erensiallikning der h v or

fort sto�et henfaller er prop orsjonalt med h v or m y e sto� som er ig jen. Og løsningene a v

likningene, som er sto�mengden som funksjon a v tiden, er slett ikk e st ygge.

En parameter som v anligvis blir brukt for å k arakterisere radioaktiv e sto�er er halv eringsti-

den, som b et yr h v or lang tid det tar før halvparten a v atomene har henfalt. La oss si at du

har 100 gram radioaktivt sto� og halv eringstiden er 50 år. Etter 50 år er det bare 50 gram

ig jen, etter 100 år er det 25 gram ig jen, etter 150 år er det 12,5 gram ig jen, og så videre.

Dette er en k on v ergen t tallrekk e a v t yp en jeg nevn te i k apitlet om fraktaler.

Hvilk e atomer som sk al henfalle, v et vi aldri. Om vi hadde slik uoppnåelig kunnsk ap, kunne
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vi sortere atomene i b øtter for henfallende og ikk e-henfallende atomer, men dette ville gansk e

sikk ert på virk e prosessene slik at lik e mange atomer fra h v er b øtte henfaller uansett. Det

hadde iallfall v ært t ypisk kv an temek anikk å v ære en slik gledesdrep er.

Måling a v radioaktivitet k an bruk es i diagnosering a v p ersoner med f.eks. fordø y elsesproble-

mer. P asien ten tar gansk e enk elt en pille som inneholder et sv akt radioaktivt sto�, og leger

k an følge med på h v or i kropp en sto�et er til enh v er tid v ed å bruk e strålingsdetektorer.

Det bruk es også i rø ykv arslere v ed at en radioaktiv kilde stråler mot en detektor. Detektoren

er programmert med tall om h v or m y e kilden sk al stråle, og gir en alarm når strålingen er

unormalt m y e redusert. Det er alfastråling som måles, og denne t yp en radioaktiv stråling er

v eldig lett å stopp e. Rø yk og andre partikler i luften er nok for å forhindre at den når fram

til detektoren. Det �nnes �ere t yp er mer a v anserte og mindre v anlige rø ykv arslere, som for

eksemp el bruk er lys istedenfor alfastråling.

Aldersdatering er no e a v det mest fascinerende som har k ommet ut a v forskning på radioak-

tivitet. Datering a v materiale gir oss m uligheten til å forstå og rek onstruere historien, en ten

geologisk, ark eologisk eller paleon tologisk.

Steinøkser fra oldtiden har ofte sitt blad b ev art. I steiner henfaller radioaktiv e k aliumatomer

og blir til argonatomer på en måte som vi kjenner til. Når steinen blir v armet opp, forsvinner

argonet, og prosessen starter på n ytt. Vi k an måle mengden argon i slik e økser, og fastsette

når den ble smidd. P å samme måte k an vi �nne ut når en stein i jordsk orp en ble dannet

a v vulk ansk aktivitet. Meto den er pålitelig h vis prø v en er nokså uforst yrret, og den rekk er

langt tilbak e i tid på grunn a v halv eringstiden for disse henfallene, som er 1,3 milliarder år.

Dette er også måten man b estemmer alderen til dinosaurfossiler på. F ossiler ligger b egra v et

i sedimen tære b ergarter, som er sandlag som har blitt lagt oppå h v erandre og blitt til stein.

Dyb den til lagene b estemmer h v or gamle de er. Mellom disse lagene ligger det ask elag fra

forhistorisk e vulk an utbrudd. Med k alium- eller urandatering b estemmer man alderen til

lagene. Man har da en aldermålestokk som man k an sette dinosaurb einene i etter h v or langt

ned i sedimen tene de ligger.
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Datering a v biologisk materiale er en mer kjen t prosess. K osmisk stråling g jennom atmo-

sfæren pro duserer radioaktivt k arb on i lufta jevn t og trutt. Dette tas opp a v lev ende or-

ganismer g jennom luft og mat helt til deres dø d. F or alle lev ende organismer er forholdet

mellom mengden radioaktivt og v anlig k arb on det samme. Deretter b egynner det radioak-

tiv e k arb onet å henfalle til nitrogen med en halv eringstid på 5730 år. V ed å måle mengden

radioaktivt k arb on �nner vi ut aldren på trestammer, rester a v dyrev ev og mennesk elige

skjeletter. Dette virk er på materiale som har v ært dø dt i opptil 50 000 år, men tallene blir

mindre nø y aktige jo eldre prø v ene er.

No en radioaktiv e sto�er k an man måle strålingen fra direkte med en Geiger-Müller-teller.

Når man holder på med k arb ondatering er det kun massesp ektrometri som gir et nø y aktig

nok resultat. Hvis vi har en liten prø v e med k arb on, k an et massesp ektrometer �nne ut h v or

m y e a v det som er radioaktivt.

Det fungerer v ed at k arb onet ioniseres (lades elektrisk) og blir skutt framo v er a v et elektrisk

felt. Deretter k ommer det til et k ammer med et magnetisk felt, som får ladede partikler til å

gå i en b ø y et bane. Hv or m y e banen b ø y es a vhenger a v sto�ets masse, og der ligger trikset.

Radioaktivt k arb on er litt t yngre enn v anlig, stabilt k arb on, så det vil a vb ø y es mindre. Vi

har selvfølgelig regnet ut h v or atomene a v h v er t yp e vil lande på forhånd, og setter en viten-

sk ap elig bask etkurv der. Et massesp ektrometer er altså en inn viklet sorteringsmaskin.V ed å

se h v or m y e a v h v er sort vi får k an vi endelig �nne ut a v den biologisk e tingestens alder.

P å denne måten v et vi når visse kulturer har eksistert og når det har skjedd folk ev andringer.

Vi k an også �nne ut h v or utbredt b efolkningen a v forskjellige dyrearter v ar før vi b egyn te

å skriv e ned sån t i leksik a.

63



Datamaskiner

Matematikk og programmering er to disipliner som i dag går hånd i hånd. Programmerere

må kunne en sm ule matte for å utføre deres arb eid, og matematik ere bruk er v eldig ofte

datamaskiner for å løse problemer. Datamaskiner er laget v ed hjelp a v matte, og er laget

for å hjelp e oss med matte. Man må bare lære seg å k ommandere maskinen på et språk den

forstår. Dette k an v ære mer in tuitivt enn mange tror, og lettere enn å lære seg fransk, for

eksemp el.

F or å kunne bli programmert til å løse alle m ulige logisk e oppga v er og kunne bli k alt en

datamaskin, trenger no en kra v å bli oppfylt. Datamaskinens prosessor må kunne arb eide

med det som k alles b o oleansk logikk. Denne logikk en b estår a v ord som på norsk k alles

�og�, �eller� og �ikk e�. En datamaskin regner med tall i totallsystemet, i k on trast med v årt

titallsystem. Vi teller opp til 9 før vi b egynner å skriv e tallene med to sifre. Datamaskinen

teller bare til 1. T allene er bare laget a v 1 og 0, slik at f.eks. 19 blir til 10011. Den b o oleansk e

logikk en er latterlig primitiv, men h vis man bruk er den på h v ert a v sifrene til to slik e tall,

k an det bruk es til m y e rart.

V ed å binde sammen b etingelser og utføre addisjon v ed hjelp a v b o oleansk logikk på sifrene

til to tall, k an datamaskinen regne ut alt vi no en gang har lyst til, h vis vi programmerer den

riktig. Det �nnes faktisk en egen matematikkgren som er sp esiallaget for å forstå h v ordan en

datamaskin regner, og den k alles diskret matematikk. Det k ommer mer om matematikk en,

men la oss først se på h v ordan vi får prosessorer til å fungere.

Mek anisk e datamaskiner laget a v tannhjul, brytere og andre b ev egelige deler v ar det første vi

så til no e som regnet ut ting automatisk. Slik e ble oppfunnet a v Charles Babbage rundt 1822.

F ør dette fan tes kun instrumen ter som kulerammen, h v or vi mennesk er selv er en sen tral

del a v mek anismen. Elektronisk e datamaskiner er rett og slett k ompliserte strømkretser. De

første a v dem så dagens lys i 1940-årene, selv om det nepp e v ar mange vinduer i de store

hallene de ble b ygget inn i. Da v ar det v akuumrør med �yktige elektroner som utg jorde

kjernen i maskinene.

P å grunn a v kv an temek anikk ens oppsving i 1920-årene kunne man g jøre b eregninger på

ledningsevnen i materialer med e�ektiv e mo deller a v molekylstrukturene. Dette g jorde det

m ulig for oss å temme halvlederne. Halvledere er materialer som bare leder strøm littegrann.

Hvis vi plasserer et par ekstra atomer med ønsk ede egensk ap er inni en halvlederkrystall, k an

vi mo di�sere den litt så strøm�yten blir som vi ønsk er. Slik ble dio den og transistoren laget.

T ransistoren er en kretsk omp onen t med to innganger og en utgang. Hvis det k ommer strøm

inn på b egge inngangene, og bare da, går det strøm ut a v den. Med litt miksing og triksing

med masse slik e transistorer og andre k omp onen ter, får man til den b o oleansk e logikk en jeg

nevn te, og man har en datamaskin.

I disse dager er transistorene i prosessorer billigere enn risk orn, og en million ganger mindre.

Dette har g jort oss istand til å lage sv ært kraftige og små k alkulatorer. Ov ergangen fra en

k alkulator til en datamaskin er forresten teoretisk sett sømløs, og på engelsk er det jo nesten

det samme ordet.

I fram tiden k ommer vi sannsynligvis til å b ytte ut transistorene og strømmen med no e som

høres mer ut som science-�ction. Det er planlagt å lagre data i små, små partikler, f.eks.

atomer, og la lyspartikler sende informasjon mellom dem. Hvis vi no en gang får laget en
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slik maskin, en kv an tedatamaskin, vil den kunne g jøre enk elte oppga v er v eldig raskt. Den

vil blan t annet kunne knekk e h v ert eneste passord i v erden på v eldig k ort tid. Heldigvis k an

vi med denne teknologien også kryptere data på en v eldig sikk er måte.

Til både vitensk ap elig arb eid og dataspill trenger maskinen v år å regne ut matematisk e

funksjoner raskt og presist. Mo derne programmeringsspråk har �ne meto der for dette inne-

b ygget i seg. F or å gange sammen fem og tre, regner den ut fem pluss fem pluss fem, om

da m ultiplik asjonen ikk e er no e prosessoren k an g jøre direkte. F or å dele tall på h v erandre

g jør den det samme vi lærer på barnesk olen, som ofte k alles langdivisjon.

F or mer k ompliserte op erasjoner som utregning a v kv adratrøtter og v erdier a v trigono-

metrisk e funksjoner trenger vi no e mer ra�nert. En enk elt meto de er å bruk e det at alle

matematisk e funksjoner k an skriv es som en T a ylor-rekk e. Dette ble funnet ut lenge før data-

maskiner v ar påtenkt og med helt andre formål. T a ylor-rekk en til en funksjon a v et tall x
k an �nnes på en systematisk måte, og b estår a v summer a v øk ende p otenser a v x .

Jeg sk al dropp e ytterligere detaljer, men k an nevne at eksp onensialfunksjonen a v x (uhem-

met formering a v k aniner) k an skriv es som 1+ x + x2

2 + x3

6 + x4

24 og så videre. Sin us-funksjonen

(den som er b ølgete) k an skriv es som x � x3

6 + x5

120 � x7

5040 og så videre. Det �nnes uende-

lig mange ledd etter disse. Merk elig k an det k anskje virk e, for det ser jo ut som om x -ene

opphø yd i øk ende tall bare g jør resultatet større og større. Men aller størst blir etter h v ert

tallene som vi deler på, så de senere leddene blir bare til ørsmå k orreksjoner.

F or å k omme til p o enget så er dette en v eldig e�ektiv måte å tilnærme funksjoner på, og den

er blan t regnemeto dene som datamaskinen bruk er mest. Jo mer nø y aktig sv ar man trenger,

jo �ere ledd k an man ta med, og etter det k an man glemme resten. Dermed har vi redusert

en k omplisert matematisk funksjon til å gange sammen og legge sammen tall!

Liknende rekk er bruk es også blan t annet til å b estemme matematisk e k onstan ter med. Y nd-

lingen til de �este er selvfølgelig pi. De tre sifrene som de �este h usk er � som er ikk e hele

historien. Vi har med et irrasjonalt tall å g jøre, så det k an ikk e skriv es ned som v åre v anlige

desimaltall. Men med �ere og �ere sifre k an vi k omme nærmere og nærmere � . Det gikk
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v eldig tregt på den fron ten før datamaskiner ble utviklet, men nå tar det bare et min utt å

regne ut h undre tusen desimaler a v pi med en v anlig PC. Vi k ommer aldri til å trenge alle

disse sifrene, selv om folk har brukt dem til både å lage lyd og annen kunst a v. Aller mest

sees det på som en maktdemonstrasjon.
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Lysets n yttige egensk ap er

Jeg k ommer nå tilbak e til en viktig g jenganger i b ok en, lys. Evnen til å oppfatte lys, syns-

sansen, er en go d ting å ha. Uten den hadde vi ikk e b ev eget oss eller k omm unisert lik e

e�ektivt, og alle de fan tastisk e opp dagelsene vi har g jort med ø ynene kunne ikk e ha skjedd.

Jeg sk al fortelle om to viktige egensk ap er v ed lyset, di�raksjon og sv artlegemestråling. Da

de først ble opp daget ble de bare sett på som rariteter, men det å vite nø y aktig h v ordan de

fungerer er v eldig n yttig når vi sk al observ ere og regne på naturen rundt oss.

Siden lys er b ølger, oppfører det seg rart når det er i nærheten a v sto�. Det b ø y er seg rundt

hjørner og forst yrrer sin egen frammarsj, som ha vb ølgene som tre�er brygger. Skyggen fra

et helt �att ob jekt er ikk e sk arp, men heller di�us og b ølgete. Akkurat dette er ikk e så lett

å se med bare ø ynene, men det lettere synlige regn buemønsteret laget a v de utallige rillene

i CD-plater har sitt oppha v i dette fenomenet.

Enda det høres merk elig ut, k an dette bruk es til å undersøk e materialer på nanoniv å. Krys-

tallstruktur �nner vi �ere steder enn de �este tror. De �este faste sto�er k an danne krys-

taller, til og med gasser som helium og oksygen når de blir kjølt ned no en h undre grader.

Så h vis vi vil bruk e metaller og halvmetaller til �n urlig teknologi er det n yttig å studere

krystallmønsteret deres. Dette k alles krystallogra�.

Når lys tre�er innsiden a v krystaller og blir re�ektert tilbak e, k alles det Bragg-di�raksjon.

V ed å rette en laser mot en krystall og la det re�ekterte lyset tre�e en h vit skjerm, får vi

et �ott di�raksjonsmønster. F or å rek onstruere det som skjer med lyset må vi vite h v ordan

elektronene i atomene re�ekterer lyset. Det er nemlig det som skjer i dette tilfellet. Den

matematisk e mo dellen krev er v ektorregning, trigonometri, k omplekse tall, in tegrasjon og

resultater fra kv an temek anikk og kv an tefeltteori.
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V ektorene som bruk es her er rett og slett tredimensjonale k o ordinater. K o ordinater må til for

å b eskriv e h v ordan strukturen til krystallen man undersøk er ser ut, altså h v ordan atomene

er plassert i forhold til h v erandre. K omplekse tall er rare tall med to k omp onen ter. Når

man regner på dem bruk er man litt andre regler enn for v anlige tall. Vi bruk er dem her

for å represen tere h v or langt ut i en svingning lysb ølgene har k ommet når de når fram til

atomene, den såk alte b ølgefasen.

Når man mestrer alt det nevn te k an man �nne formler for h v a krystallen g jør med lyset.

Det man �nner ut er at bare no en prikk er i et b estem t mønster blir synlig. Hv or langt

unna h v erandre prikk ene i mønsteret er k ommer an på b ølgelengden til lyset, som man

v et, og a vstanden mellom atomene i krystallen, som det er det ultimate målet å �nne ut

a v. Mønsteret k an fortelle deg at silisium har samme krystallstruktur som diaman t, og at

sink atomer ligger stablet på samme måte som klink ekuler ville ha ligget. Sk al man driv e med

nanoteknologi trenger man harde tall, og må regne og måle litt på a vstandene i krystallen.

Så o v er til sv artlegemestråling, strålingen som k ommer fra sv arte legemer. P ensk o og �oss-

hatter telles ikk e, de er rett og slett ikk e sv arte nok. F or at et legeme sk al k alles sv art i

strålingsteori må det absorb ere all m ulig stråling som blir sendt mot den, og sende alt til-

bak e ig jen fordi det glø der a v v armen som den absorb erte strålingen lager. Det er altså ikk e

det samme som re�eksjon. En a v de største fysik erne no en sinne, Max Planc k, lagde en

teori om slik stråling rett før det tjuende årh undret. Han k om fram til at slik e legemer vil

stråle med en frekv ensfordeling som vi nå k aller Planc k-kurv en. Det stråles mest lys med en

viss topppunktsfrekv ens, og mindre lys som har frekv ens forskjellig fra denne. Jo v armere

legemet er, jo hø y ere frekv ens får strålingen.

Glø dende k ok eplater har toppunktet for frekv ensen i sonen for infrarø d stråling. Er platen

v eldig v arm, b ev eger Planc k-kurv en seg mot hø y ere frekv enser (k ortere b ølgelengder) så det

også blir litt rø dt lys. Solen har toppunktet midt i sp ekteret for synlig lys, slik at den sender

ut mest gult lys. Ingen a v disse tingene er helt sv arte legmer, men vi k an bruk e de samme
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lo v ene for dem h vis vi ignorerer lyset platen re�ekterer og utbrudd på solens o v er�ate. Men

det mest sv arte legemet vi v et om er faktisk univ erset selv.

Ov eralt i univ erset �nnes no e som k alles den k osmisk e bakgrunnsstrålingen. Den ble opp-

daget a v to amerik ansk e radioastronomer som ble plaget a v denne k onstan te radiostø y en.

De �kk en Nob el-pris, og bakgrunnsstrålingen ble studert nø y e, blan t annet med satellitten

COBE. Den målte frekv ensfordelingen til strålingen, og fan t ut at den passer fan tastisk bra

med en Planc k-kurv e, med a vvik på mindre enn 0,1%. T oppunktet for bakgrunnsstråling-

frekv ensen er på ca. 280 GHz, i mikrob ølgeområdet.

Opp dagelsen a v denne �sv arte strålingen� viser at vi ikk e trenger å tvile på Planc k sine

regnest ykk er. Den gir oss også m y e informasjon om univ erset vi lev er i. Det er nemlig stråling

som daterer helt tilbak e til Big bang. T oppunktsfrekv ensen jeg nevn te er et g jennomsnitt,

for den har ørsmå forskjeller a vhengig a v h vilk en retning ut i v erdensrommet man ser. Små

forandringer i frekv ensen k an fortelle oss om h v ordan galakser har b ev eget seg og klump et

seg sammen, og har gitt oss m y e b edre estimater a v univ ersets alder enn Hubble-meto den

har.

Det Planc k i praksis g jorde v ar å bruk e statistisk mek anikk. Når en stor mengde partikler

v ekselvirk er med omgiv elsene, er det nokså um ulig å regne på h v ordan alle sammen b ev eger

seg, men med litt sannsynlighetsregning k an vi k an �nne ut a v tendenser for trykk, temp e-

ratur og liknende størrelser som det går an å måle. Vi k an også regne ut h v or m y e energi

som trengs for å v arme opp et sto� til en viss temp eratur og h v or go dt sto�et leder strøm.

De matematisk e meto dene fra statistisk mek anikk har også blitt brukt på en rekk e uv en-

tede områder. Disse inkluderer m usikk, ulik e former for lagsp ort og fordelingen a v go der i

samfunnet.

Planc k regnet på fotoner (strålingspartikler) som v ekselvirk er med molekyler rundt omkring

i en gass, for eksemp el. Når lyset har reist rundt lenge nok, blitt absorb ert og utsendt
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mange ganger, ser man etter h v ert en tendens mot en frekv ensfordeling som likner Planc k-

kurv en. Vi får en slags lik ev ekt for fordelingen a v strålingsfrekv enser. Og den k osmisk e

bakgrunnsstrålingen �kk go d tid til å nå denne lik ev ekten. F otonene v ekselvirk et med masse

partikler i det yngre og m y e tettere univ erset, helt til det ble �g jennomsiktig� og fotonene

stort sett �ø y rundt i tom t rom. Denne strålingen v ar v eldig energirik, men som det står i

Big bang-k apittelet har univ erset utvidet seg slik at lysstrålene har blitt �strukk et ut�, slik

at de nå er mikrob ølger.

P å disse måtene k an man v ed hjelp a v lys og matematikk klart å undersøk e både de største

og de minste ting.
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Endepunkt

Hv ordan hadde v erden sett ut h vis ingen no en sinne hadde løst en annengradslikning? Vi

hadde brukt forferdelig lang tid på å k onstruere biler. Vi kunne absolutt ikk e ha sendt opp

romferger. Alt elektronisk utst yr k an du iallfall glemme. Husb ygging ville ha v ært fullstendig

man uelt. De a v oss som helst ønsk er å lev e i middelalderen b ør nok v ære ildsin te på Arki-

medes, Newton og Gauss. Nåtidens matematik ere b ør k anskje g jemme seg for k onserv ativ e

science �ction-hatere.

T enk om en matematik er hadde dratt tilbak e i tid til gamle Hellas. Han hadde hatt en

ub egrip elig mengde kunnsk ap å o v errekk e b efolkningen. Og ikk e minst måter å tilegne seg

kunnsk ap på. Sp ørsmålet er om �losofene hadde gitt ham en v arm v elk omst og hørt på alt

han hadde å fortelle. Det hadde blitt m y e b enektelser og kløing i skjegget, men omsider

hadde de k anskje innsett at det v ar no e i denne mo derne vitensk ap en hans. Han hadde

nesten ikk e trengt å kunne gresk en gang, bare han de�nerte de matematisk e sym b olene for

dem. T otalt sett hadde en slik fan tasihendelse g jort at det tidlige samfunnet etter h v ert ble

�yttet framo v er i tid, nærmere matematik erens tidsalder.

Prestasjoner, opp dagelser og dyp ere innsikt innenfor mange emner har blitt nevn t. Om de

ikk e er tilfredsstillende nok, er dette bare en liten del a v historien. Jeg har fokusert litt på

sen trale problemstillinger for mennesk eheten, men har ofte heller v algt å fortelle om små,

artige fenomener der matematikk en k anskje er ekstra elegan t. No e a v dette er g jort kun for

moro skyld. Det viser at det �nnes go de måter å bruk e matte på, også h vis man ikk e har

det som jobb. Det k an bli et ledd i k onstruksjonen a v alle slags kunstv erk og det k an trene

hjernen på en litt annen måte enn kryssord g jør.
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